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VIERTE FOLGE. BAND 68. 


1. Beiträge zum kosmologischen Problem; 
von Franz Selety. 


Inhalt: Vorbemerkung. — I. Teil. A. Vereinbarkeit der Voraussetzungen 
1—4 untereinander und mit Newtons Gesetz. — B. Einsteins Ein- 
wände gegen die Sternhaufenwelt. Möglichkeit einer solchen mit un- 
endlicher Masse im statistischen Gleichgewicht. — C. Die molekular- 
hierarchische Welt. — D. Möglichkeit der Mittelpunktslosigkeit derselben. 
— II. Teil. A. Die Bestimmung der Trägheit durch die Materie. — B. Be- 
stimmung der Inertialsysteme in der molekularhierarchischen Welt. — 
C. Keine Auszeichnung eines bestimmten unter ihnen. 


Im ersten Teile dieser Arbeit soll die Vereinbarkeit und 
physikalische Zulässigkeit folgender, gewöhnlich für unverein- 
bar angesehener Annahmen gezeigt werden: 

1. Räumliche Unendlichkeit der Welt, 

2. Unendlichkeit der Massengröße, 

3. Vollkommene Erfüllung des Raumes mit Materie von 

überall endlicher lokaler Dichte. 

4. Verschwinden der mittleren Dichte der Welt. 

5. Nichtexistenz eines singulären Mittelpunktes oder 

Mittelgebietes der Welt. 

Im zweiten Teile soll die Möglichkeit gezeigt werden, 
bei einer jene Voraussetzungen erfüllenden Materieverteilung 
auch für das Problem der Bestimmung der Trägheit, bzw. des 
Inertialsystems durch die Materie eine befriedigende Lösung 
zu finden. 

I. Teil, 

A. Zunächst eine Erläuterung. Unter der mittleren Dichte 
einer unendlichen Welt verstehen wir den als existierend voraus- 
gesetzten Grenzwert der mittleren Dichte von Kugeln um einen 
beliebigen Punkt als Mittelpunkt, für lim r = o.!) 


1) Daß dann derselbe Limes für jeden beliebigen anderen Punkt 
gilt, sieht man sofort, wenn man sich um ihn Kugeln gelegt denkt, die 
sehr groß sind im Vergleich zum Abstand der beiden Punkte. Statt der 
Kugeln könnten wir auch beliebig geformte andere Gebiete um den Punkt 
wählen, vorausgesetzt nur, daß deren Volumen über alle Grenzen wächst. 
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Die Bedeutung der so definierten „mittleren Dichte“ 
liegt darin, daß bekanntlich mannigfaltige Überlegungen dazu 
geführt haben, dieselbe müsse für eine räumlich unendliche 
Welt gleich Null sein. Seeliger ist zu diesem Resultate auf 
Grund des Newtonschen Gravitationsgesetzes gelangt*), wobei 


er allerdings den Schluß zog, daß dies als eine Widerlegung 


der strengen Gültigkeit des Newtonschen Gravitations- 
gesetzes anzusehen sei. Auf Grund der Einsteinschen Gravi- 
tationstheorie ergab sich die gleiche Folge der Annahme einer 
unendlichen Welt (unter bestimmten Voraussetzungen) und in 
einer (von De Sitter mit „C‘‘ bezeichneten) Lösung der 
Gravitationsgleichungen, nach der die Welt räumlich unendlich 
ist, wird ihre mittlere Dichte gleich Null. 


Nach dieser Vorbereitung gehen wir an unsere eigentliche 
Aufgabe. Was zunächst die Vereinbarkeit der ersten drei unserer 
Voraussetzungen mit der vierten betrifft, so ist diese sowohl bei 
Zugrundelegung der Newtonschen wie der Einsteinschen 
Gravitationstheorie auf mannigfache Weise möglich. In den 
ersten der auf dieses Problem bezüglichen Arbeiten gelangte 
Seeliger zum Ergebnis, daß die strenge Gültigkeit des 
Newtonschen Gesetzes mit der Unendlichkeit der Gesamt- 
masse der Welt unvereinbar sei.?) 

Später hat er darauf hingewiesen, daß dabei noch der 
Zusatz „bei durchschnittlich endlicher Dichtigkeit“ „nicht ganz 
korrekter Weise fortgelassen‘‘ wurde.*) Es folgt also aus dem 
Newtonschen Gesetz die Bestreitung unserer Voraussetzung 2 
bloß bei Bestreitung von 4. Da aber Seeliger diese a limine 
abweist, so behandelt er dies als etwas ganz Nebensächliches. 
Wenn man jedoch die Voraussetzung 4 nicht für so vollkommen 
ausgeschlossen hält, dann ist dieser Punkt vielmehr von wesent- 
licher Bedeutung. Es ergibt sich dann eben, daß die Annahme 


1) H.v. Seeliger, Astron. Nachrichten 187, Nr. 3273. 1895; Münchn. 
Ber. 26. 8. 373. 1896. 

2) H. v. Seeliger, Astron. Nachr. 187. 8. 133; Münchener Ber, 
26. 8. 373, 

3) H. v. Seeliger, „Über die Anwendung der Naturgesetze auf 
das Universum“. Münchener Ber. 8. 9. 1909. Schon in den astron. Nachr. 
(S. 133) hatte übrigens Seeliger an einer Stelle die Richtigstellung kurz 
erwähnt, legte aber darauf so wenig Gewicht, daß er in der zweiten Ab- 
hındlung (1896) die Einschränkung ganz weglieB. 
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einer räumlich unendlichen Welt mit unendlicher Gesamtmasse 
mit der strengen Giiltigkeit des Newtonschen Gravitations- 
gesetzes vereinbar 

Was nun aber die Voraussetzung des Verschwindens der 
mittleren Weltdichte betrifft, so schrieb Seeliger in bezug 
darauf, „daß ein absolut leerer oder mit unendlich dünner 
Materie erfüllter (beliebig großer) Raum überhaupt nicht 
vorstellbar ist.‘“!) 

Wie bekannt, hat sich auch Einstein wiederholt gegen 
das Verschwinden der Weltdichte ausgesprochen, teils weil 
dabei die Bestimmung der Trägheit durch die Materie nicht 
möglich sei2), teils weil es sich mit der Bestimmung aller 
räumlichen Beziehungen durch die Materie nicht vertrage.?) 

Was das Problem der Trägheit anbelangt, so werden wir 
dies im zweiten Teil behandeln, was jedoch die Bestimmung 
des Raumes durch die Materie betrifft, so scheint dem Verf., 
daß diese auch bei Verschwinden der mittleren Weltdichte 
möglich ist, da ihre Annahme nicht im Widerspruche mit der 
vollkommenen Erfülltheit des Raumes mit Materie steht, derart, 
daß für jedes endliche Gebiet die mittlere Dichte endlich ist. 

Um dies zu sehen, ist es zunächst notwendig zu beachten, 
daß ja die mittlere Dichte eines unendlichen Raumes, wie wir 
im Anfange dieser Arbeit gesehen haben, auf Grund eines 
Grenzprozesses gewonnen wird. Es kann daher die mittlere 
Dichte in jedem beliebigen noch so großen oder noch so kleinen 
endlichen Raume endlich sein, der Grenzwert für größere und 
größere endliche Räume kann aber doch die Dichte Null ergeben. 

Falls nun aber die mittlere Dichte in jedem großen oder 
kleinen endlichen Gebiete endlich ist, dann ist der Raum in 


1) H. v. Seeliger, Astron. Nachr. 187. 8. 133. 1895; wieder zitiert 
Münchner Ber. 8.9. 1909. An beiden Stellen hat Seeliger selbst die 
Subjektivität dieses Standpunktes betont, die Ablehnung der exakten 
Gültigkeit dee Newtonschen Gesetzes für die Gesamtwelt hat er jedoch 
(auch aus anderen Gründen) für begründet angesehen. 

2) Vgl. A. Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen 
Relativitätstheorie, Berl. Ber. S. 147. 1917; De Sitter, „On the relativity 
of inertia‘“, Amsterd. Proc. 19. S. 1225. 1917 (Briefliche Mitteilung Ein- 
steins); Einstein, Prinzipielles zur allgemeinen Relativitätstheorie. 
Ann. d. Physik 55. S. 243. 1918. 

3) A. Einstein, Kritisches zu einer von Hrn. De Sitter gegebenen 
Lösung der Gravitationsgleichungen. Berl. Ber. 8. 270—271. 1918. 

20* 


| 
IR 


284 F. Selety. 


jedem Gebiete mit Materie erfüllt, mag es für jene endliche 
Dichte eine untere, von Null verschiedene Schranke geben 
oder nicht. 

Dagegen dürfte von vielen eingewendet werden, daß ja, 
wenn die mittlere Dichte der unendlichen Welt Null wäre, 
die lokale Dichte wenigstens „im Unendlichen‘“ Null werden 
müsse. Dann gäbe es aber einen leeren Raum ,,im Unendlichen“. 
Dieser Einwand beruht jedoch auf einer ungenauen Vor- 
stellung vom ‚Unendlichen‘‘ in einem unendlichen Raume. 
Der euklidische und ebenso der hyperbolische Raum ist nach 
der gewöhnlichen Definition nicht geschlossen. Der eine für 
beide Richtungen gemeinsame „unendlich ferne Punkt“ jeder 
Geraden, von dem man im euklidischen Raume spricht, ist 
ein idealer Punkt, d.h. er ist überhaupt nicht vorhanden, 
sondern wird bloß bequemlichkeitshalber fingiert. 


Diese Unterscheidungen sind nicht bloß für die strenge 
mathematische Theorie von Bedeutung, sondern sie sind es 
auch in hohem Maße für die physikalische Begriffsbil- 
dung. Entweder ist der Raum, der zur Beschreibung der 
Phänomene am geeignetsten ist, ein geschlossener oder 
ein offener und, wenn man parabolische (euklidische) Maß- 
bestimmung anwendet, dann „existiert“ entweder der un- 
endlich ferne Punkt, oder nicht. Ist der Raum geschlossen, 
dann existiert er, ist er offen, dann nicht. Ob aber das 
eine oder das andere der Fall ist, das ist nicht willkürlich 
oder etwa bloß eine „metaphysische Frage“, wie es zunächst 
vielleicht scheinen mag, sondern durch den Zusammenhang 
der Phänomene festgelegt. So ist z. B. der Raum des Systems 
B bei De Sitter!) offenbar in physikalischer Hinsicht offen, 
wenn sich auch im natürlichen Maße für ihn eine endliche Aus- 
dehnung ergibt. Die paradoxen Singularitäten, die sich auf 
halbem Wege um diesen Raum herum -ergeben, zeigen eben, 
daß er dort nicht zusammenhängt. Im Koordinatensystem, 
in dem die Lichtstrahlen als Gerade angesehen werden und 
das wohl als das zweckmäßigste und „wahrste‘‘ zu betrachten 


1) Vgl. De Sitter, „On the Relativity of Inertia“. Proc. of the 
Amsterd. Soc. 19. Nr. 9, 10. 1917. „On the curvature of Space“ 20. Nr. 2. 
1918. „On Einsteins Theory of Gravitation and its Astronomical Con- 
sequances“, Third paper, Monthly Notices of the Royal Astronomica 
Society London, November 1917. 
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ist, erweist sich auch tatsächlich jener Raum als ein im wesent- 
lichen Lobatschewskischer. Dieser ist aber offen.!) 

Im euklidischen und hyperbolischen Raume existieren nun 
keine unendlich fernen Punkte. Jeder Raum, der sich ohne 
die größte Willkürlichkeit der Maßbestimmung und ohne Ein- 
führung eines physikalisch unbrauchbaren Koordinatensystems 
als unendlich ausgedehnt darstellen läßt (wie z.B. der Raum 
„B“ bei De Sitter, der sich gerade im physikalisch am besten 
nahegelegten Koordinatensystem als unendlich darstellt), jeder 
solche physikalisch unendliche Raum ist physikalisch als offen 
zu betrachten. Denn hätte der unendlich ferne Punkt eine 
reale physikalische Bedeutung, dann ist wohl kaum daran -zu 
zweifeln, daß die elliptische Maßbestimmung die physikalisch 
zweckmäßigste wäre, die uns den angeblich unendlich fernen 
Punkt in endliche Nähe rückte. 

Es gibt also in einem für die Physik brauchbaren Raume 
keine realen unendlichen fernen Punkte. Wenn daher überall 
in jedem endlichen Gebiete eine endliche mittlere Dichte 
herrscht, dann ist der Raum überall mit Materie erfüllt.?) 

Es scheint uns, daß die letztere Annahme jedenfalls der 
Forderung Genüge leistet, daß die räumlichen Beziehungen 
durch die Materie bestimmt seien.*) Eine endliche Materie- 
insel, die von einem absolut leeren Raume umgeben wäre, 
in den man auch auf keine Weise eindringen könnte, wäre 


1) Vgl. De Sitter, Amsterd. Proc. 20. Nr.2. S. 232 und Monthly 
Notices a. a. O. 8. 13. 

2) Wenn man die Dichte in einem Punkt als den Limes der mittleren 
Dichten von Kugeln um diesen Punkt für r = 0 definiert, dann sind freilich 
Punkte mit der Dichte 0 nicht ausgeschlossen. Aber darauf kommt es 
ja hier nicht an, in jedem noch so kleinen Gebiete gibt es nach unseren 
Voraussetzungen jedenfalls Materie. 

3) Wie uns scheint, verlangt diese Forderung nicht einmal, daß es 
nirgends leere Räume gebe. Es wäre z. B., um von weiteren Überlegungen 
abzusehen, doch möglich, daß die physikalischen Beziehungen der Materie 
derart wären, daß dadurch berandete „Löcher“ im Raume bestimmt werden. 
Wollte man dann solche nicht annehmen, dann würde es entschieden 
nahe liegen, besonders wenn die Löcher sehr zahlreich und unregelmäßig 
wären, statt eines derart durchlöcherten und in seinen Zusammenhangs- 
verhältnissen äußerst komplizierten Raumes vielmehr einen solchen Raum 
anzunehmen, in dem es von Materie freie Gebiete gäbe. Dieser Raum 
mitsamt seinen leeren Gebieten wäre aber doch durch die Materie und 
durch physikalische Beziehungen bestimmt. 
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allerdings nicht mit dieser Forderung zu vereinigen. Wenn 
aber in einem unendlichen Raume überall Materie vorhanden 
ist, dann genügt dies jedenfalls der Forderung der physikalischen 
Bestimmtheit aller metrischen Beziehungen. Wenn auch für 
die Dichte dieser Materie keine von Null verschiedene untere 
Schranke vorhanden ist, so steht dies damit nicht im Wider- 
spruch. Wie wollte man denn beweisen, daß die Dichte der 
Materie nicht unter eine bestimmte Größe sinken dürfe, ohne 
daß sie gleichsam die Kraft dazu verlöre, die Metrik zu be- 
stimmen ? 

Es klingt nun freilich etwas paradox, wenn man sagt, 
daß der unendliche Raum überall mit Materie von endlicher 
Dichte erfüllt, daß die Gesamtmasse in der Welt sogar un- 
endlich sein kann, und daß die Dichte der Welt doch gleich 
Null sein kann.!) Nach der im Anfange gegebenen Definition 
der mittleren Dichte des unendlichen Raumes ist es 
freilich mathematisch ohne Schwierigkeit beweisbar, daß jene 
Voraussetzungen miteinander vereinbar sind. Es ist aber 
vielleicht doch von Nutzen, dies an einem Beispiele genauer 
zu erläutern. 

Wir nehmen eine Kugel an, deren Radius r, und deren 
Masse M, sei, innerhalb dieser Kugel können wir uns die Dichte 
als homogen denken. Rings herum nehmen wir nun eine 
„Atmosphäre“ an, deren Dichte in jedem Punkte eine Funktion 
des Abstandes vom Mittelpunkte der Kugel sei und zwar von 
der Form C r~?, wobei C und p positive Konstanten sind. In 
unserem Beispiele ist die Voraussetzung 1 und 3 erfüllt. Es 


1) Als Beweis dafür, wie leicht bei dieser Frage Irrtümer entstehen, 
seien folgende Beispiele angeführt. Nach Seeliger (Münch. Ber. 26. 
8. 380. 1896) ergeben sich Unmöglichkeiten, wenn ö (die lokale Dichte 
an jedem Punkt) „in unendlich großen Raumteilen endliche von Null 
verschiedene Werte besitzt“. Ferner schreibt R. Bach, „Die Anziehung 
eines unendlichen Sternsystem«“, Astron. Nachr. 206. S. 165. 1918: 
„Über den Bau des Weltalls kann man sich unter Zugrundelegung eines 
euklidischen Raumes drei Vorstellungen machen, nämlich erstens, daß 
sämtliche Massen in einem endlichen Gebiet vereinigt sind, zweitens, daß 
außerhalb einer Kugel von genügend großem Radius nur noch ein un- 
endlich kleiner Bruchteil sämtlicher Massen vorhanden ist, drittens, daß 
innerhalb aller Kugeln von genügend großem Radius annähernd gleich 
viel Massen liegen.‘‘ Die nunmehr zu betrachtende, ebenso wie die später 
zu besprechende Möglichkeit, die zu keinem dieser drei Fälle gehören, 
zieht R. Bach überhaupt nicht in Betracht. 
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ergibt sich freilich nach unserer Formel für die Dichte lim 9 = 0, 


aber wie wir gesehen haben, bedeutet dies nicht, daß es irgend- 
wo einen leeren Raum gäbe. Wir wollen nun sehen, wie es sich 
mit der Erfüllung von 2 und 4 verhält. Die Gesamtmasse 


der Welt ist in unserem Beispiele M,+ f Artndr- Orr. 


Für p=8 ist der Wert dieses Ausdruckes oo, also unsere 
zweite Voraussetzung erfüllt. Die mittlere Dichte der Welt ist: 


Tn 
M+ 
To 


lim 


lim (335 = — p) 


Der Wert dieses Ausdrucks ist in jedem Falle Null, wenn auch 
p eine noch so kleine positive Zahl ist. Die Voraussetzung 4 
ist also in unserem Beispiel jedenfalls erfüllt. 

Die in unserem Beispiele angenommene Verteilung der 
Materie würde also, wenn p=3 ist, die Voraussetzungen 
1—4 erfüllen. Wenn die Gravitationsbeschleunigung (nach der 
Newtonschen Theorie) eine bestimmte Größe nirgends über- 
schreiten soll, dann muß p>1 sein. Das gleiche ist not- 
wendig, wenn wir uns das System aus leuchtenden Sternen 
aufgebaut denken, damit die Helligkeit überall (z. B. in der 
Mitte) endlich bleibe. Wenn auch die Differenz des Gravi- 
tationspotentials im Endlichen gegenüber dem Unendlichen 
einen endlichen Wert haben soll (was, wie wir zeigen werden, 
physikalisch und astronomisch nicht notwendig ist), dann muß 
2 sein.!) 


1) Für das erste muß 


ro 


M,+fCr-"r*dr 


ro ro 
endlich bleiben. Was die Anziehung und das Potential betrifft, so stimmt 
dies mit Seeligers Ergebnis überein, daß für das Endlichbleiben der einen 
Sö dr, für das des anderen fördr endlich bleiben muß. Astron. Nachr. 
137. S. 131. 1895; Münchner Ber. 26. S. 377. 1896; ebenda 8. 8. 1909. 


| 

te 

d 

fiir das zweite f fiir das dritte f 


288 F. Selety. 


B. Einstein hat eine derartig gebaute Welt besprochen. ') 
Er erwähnt, daß die Masse unendlich sein kann und weist 
auf die soeben dargelegte Bedingung für das Endlichbleiben 
der Potentialdifferenzen hin. Er erhebt jedoch gegen die 
physikalische Möglichkeit einer derartigen Welt bei Gültigkeit 
des Newtonschen Gravitationsgesetzes vor allem drei Ein- 
wände. Nach dem ersten müßte nach der statistischen Mechanik, 
falls die Arbeit, einen Körper ins Unendliche zu schaffen, end- 
lich ist, so lange von Zeit zu Zeit ein Körper die dazu not- 
wendige kinetische Energie erlangen, „als die gesamte Energie 
des Sternsystems genügend groß ist, um, auf einen Himmels- 
körper übertragen, diesem die Reise ins Unendliche zu ge- 
statten.‘‘ Dies ist der „Verödungseinwand“. Nach dem zweiten 
Einwand kann die Potentialdifferenz gegenüber dem Unend- 
lichen nicht unendlich oder auch nur sehr groß sein. Die 
Potentialdifferenzen ‚müssen vielmehr von so geringer Größen- 
ordnung sein, daß die durch sie erzeugbaren Sterngeschwindig- 
keiten die tatsächlich beobachteten nicht übersteigen“. Das 
dritte Bedenken ist, daß nach Boltzmann die angenommene 
Materieverteilung bei endlicher Potentialdifferenz keinem sta- 
tistischen Gleichgewichtszustand entspricht.?) 

Was zunächst den letzten Punkt im allgemeinen betrifft, 
so ist nichts so sicher als daß die empirische (irdische und 
solare) Wirklichkeit sich nicht im statistischen Gleichgewicht 
befindet. Mit der Erfahrung steht also auch die Annahme 
einer nicht im statistischen Gleichgewicht befindlichen kos- 
mischen Materieverteilung im Einklang.?) 


1) A. Einstein, Berl. Ber. S. 142. 1917. Der in unserem Beispiel 
angenommene Sprung von der konstanten zur variablen Dichte ist natür- 
lich bloß eine willkürliche Fiktion, um einerseits keinen Punkt mit unend- 
licher Dichte anzunehmen und im übrigen die Rechnung möglichst ein- 
fach zu gestalten. 

2) Nach einer Boltzmannschen Formel, die der Barometerformel 
entspricht, ist nämlich im isothermen Gleichgewichtszustand bei einem 
idealen Gas das Verhältnis der Dichten an zwei Orten 


Qo 
(X, X sind die entsprechenden örtlichen Potentiale. Boltzmann, 
Gastheorie I, S. 136, 1896. 
3) Die statistische Theorie kann bei den gegebenen Anfangs- 
beaingungen die weitere Entwicklung verständlich machen, gegen die kühne 
Boltzmannsche Spekulation, daß diese Anfangsbedingungen einmal 
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Gegen den Verddungseinwand bei kleinen Potential- 
differenzen läßt sich unseres Erachtens zweierlei erwidern. 
Gewiß müßten in diesem Falle auf Grund der statistischen 
Annahmen von Zeit zu Zeit Körper die kinetische Energie er- 
halten, die sie ins Unendliche bringen kann. Man darf aber 
nicht vergessen, daß die Gesamtmasse bei endlicher Potential- 
differenz unendlich sein kann. Es wäre daher möglich, daß 
den Körpern, die auf Kosten der Energie der Umgebung ge- 
nügende Geschwindigkeit erlangen, um eine Kugel um den 
Mittelpunkt dauernd zu verlassen, andere gegenüberstehen, 
die von außen in die Kugel eindringen, durch entsprechende 
Zusammenstöße überschüssige kinetische Energie abgeben und 
nunmehr dauernd in der Kugel bleiben. Wenn allgemein den 
Körpern, die pro Zeiteinheit eine Kugel um den Mittelpunkt 
dauernd verlassen (mit Berücksichtigung der ins Unendliche 
Verödenden, versehen mit dem richtigen kleinen Häufigkeits- 
gewicht), gleich viele oder mehr andere gegenüberstehen, die 
in die Kugel eindringen, dann muß ihre Dichte konstant 
bleiben oder sogar zunehmen, wenn auch gewisse Körper aus 
der Kugel ins Unendliche fliegen. 

Wenn wir z.B. bei unendlicher Gesamtmasse von der 
Anfangsbedingung ausgehen, daß alle Bestandteile des Ge- 
bildes in bezug auf den Mittelpunkt ruhen (bzw. sehr kleine 
Geschwindigkeiten haben), so sind unendlich große Massen 
in Annäherung an den Mittelpunkt begriffen. Da die Dichten 
in den entfernteren Gebieten sehr klein sind, so sind Zusammen- 
stöße und Richtungsänderungen der Geschwindigkeiten außer 
in einer Umgebung des Mittelpunktes zu vernachlässigen. 
Wenn nun selbst die Körper, die sich dem Mittelpunkt näheri, 
dort etwa von einem festen Kern elastisch zurückprallen, so 
werden doch zu jeder Zeit nur eine endliche Zahl von Körpern 
diese Riehtungsänderung erlitten haben, während nach wie vor 
unendlich viele sich dem Mittelpunkt nähern. Wir können 


als seltener Ausnahmsfall nach unermeBlichen Zeiten statistischen Gleich- 
gewichts entstanden oder gegenwärtig Ausnahmszustände im unendlichen 
Raume seien, erheben sich aber doch schwerwiegende Bedenken all- 
gemeinster Natur. Nur wenn man aber in jenem Sinne glaubt, daß auch 
im Anfang das statistische Gleichgewicht war, dürfte man die durch 
Analogie zum Bekannten nahegelegte Annahme ablehnen, daß der 
Kosmos als Ganzes sich jedenfalls gegenwärtig nicht im statistischen 
Gleichgewicht befindet. 
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daher sicher behaupten, daß sich zu jeder Zeit, wenn wir nur 
einen genügend großen Radius wählen, eine Kugel angeben 
lassen wird, in der die Dichte in Zunahme begriffen ist.!) Da- 
mit ist freilich nicht bewiesen, daß selbst in diesem Falle in 
irgendeiner Kugel mit festem Radius die Dichte nicht abnehmen 
wird. Wie wir gesehen haben, ist bei endlicher Potentialdifferenz 
gegen das Unendliche statistisches Gleichgewicht in dem Ge- 
bilde nicht möglich. Es sind daher jedenfalls, um der Zer- 
streuungstendenz entgegenzuarbeiten, vom statistischen Stand- 
punkt künstlich scheinende Bedingungen notwendig, wie etwa 
die soeben dargelegte, die noch nicht einmal für eine Kugel 
mit festem Radius Nichtabnahme der Dichte gewährleistet. 
Wir kommen also vom „Verödungseinwand‘ auf den schon 
besprochenen, — die Unmöglichkeit des statistischen Gleich- 
gewichts (bei endlichem Grenzwert des Potentials und dem 
Limes Null für die Dichte) — zurück. Daß Körper von Zeit zu 
Zeit ins Unendliche fliegen, wäre dagegen für sich allein nur 
bei endlicher Gesamtmasse von entscheidender Bedeutung. 
Aber auch, wenn dauernde Ausbreitung des Gebildes statt- 
findet, ist unseres Erachtens ein Gesichtspunkt von Wichtig- 
keit. Wenn man nämlich die Frage stellt, nach welcher Zeit 
die Materie unseres Gebildes gleichmäßig oder angenähert 
gleichmäßig verteilt sein wird, dann sieht man leicht, daß dies 
in keiner noch so langen Zeit geschehen kann. Dies ergibt sich 
schon aus der Unmöglichkeit des Endzustandes. Bei gleich- 
mäßiger Verteilung müßte überall die Dichte Null herrschen, 
dennoch aber Materie und sogar unendlich viel vorhanden sein! 
Daraus folgt, daß sich das Gebilde seinem allgemeinen Wesen 
nach in jedem Falle dauernd erhalten und sich ähnlich bleiben 
muß. Die Dichte in der Mitte mag immer kleiner werden, 
immer wird aber ein Kern (von beliebiger Größe) bleiben, 


1) Der Gedanke, daß im Anfang alle Atome in großen Entfernungen 
voneinander ruhten und daß alle anderen Energien durch Konzentration 
der Materie aus der potentiellen Gravitationsenergie entstanden seien, 
war ein Lieblingsgedanke Lord Kelvins, auf den er von 1854 bis zu 
seinem Tode (1908) in zahlreichen Arbeiten immer wieder zurückkam. 
(Vgl. Lord Kelvin, Phil, Mag. 2. 8. 161. 1901; 8. S.1. 1902; 15. 
S. 397. 1908, wo auch auf die älteren Arbeiten verwiesen ist.) Der Ver- 
fasser ist weit davon entfernt, selbst Anhänger einer derartigen Kos- 
mogonie zu sein, es handelt sich bloß darum, zu zeigen, daß aus der 
Verödung einzelner Körper noch keineswegs Zerstreuung der Materie folgt. 
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dessen Dichte unendlichmal größer als die Durchschnittsdichte 
der Welt ist. Soweit die Dichte etwas Relatives ist, ist das 
Gebilde gleichartig geblieben. Immer wären Bewohner einer 
vom Mittelpunkt entfernten Welt denkbar, die sich über die 
in letzterem herrschende kolossale Dichte wundern würden, 
wenn sie auch uns noch so gering erschiene. — Diese Auf- 
fassungsweise ist in jedem Falle anwendbar.!) 


Unsere bisherigen Antworten auf die Einsteinschen Ein- 
wände dürften wohl für manche nicht befriedigend erscheinen. 
Wegen der Unmöglichkeit des statistischen Gleichgewichtes im 
Gebilde bei endlicher Potentialdifferenz läßt sich die dauernde 
Ausbreitung nur bei besonderen Anfangsbedingungen aus- 
schließen, wenn auch die Verödungsmöglichkeit an sich nicht 
entscheidend ist. Welche Bedeutung man aber unseren zwei 
anderen Gesichtspunkten zuschreibt (daß die Forderung des 
statistischen Gleichgewichts wegen der Beschaffenheit der 
empirischen Welt nicht notwendig erscheint und daß dauernde 
Ausbreitung das Gebilde in jedem Falle ähnlich belassen 
würde), das hängt derart von allgemeinen Anschauungen ab, 
daß gewiß viele diesen Argumenten nicht das gleiche Gewicht 
beilegen werden. Es bleibt nun aber noch die Möglichkeit 
unendlich großer Potentialdifferenz gegen das Unendliche zu be- 
sprechen. Es scheint dem Verfasser, daß diese Möglichkeit nicht 
ausgeschlossen ist, vielmehr zu einem mit der Erfahrung ver- 
einbaren und die statistische Forderung erfüllenden System 
führt. 

Einstein fordert im Anfange der zitierten Abhandlung 
aus allgemeinen Gründen, daß ‚im räumlich Unendlichen das 
Potential ® einem festen Werte zustrebt.“*) Soweit jedoch 
die Erfahrung in Betracht kommt, bei der es sich um die Be- 
schleunigungen oder Potentialgefälle handelt, kann die prin- 
zipielle Unmöglichkeit unendlich großer Potentialdifferenz gegen 
das Unendliche (oder genauer das Fehlen einer oberen Schranke 
für die Potentialdifferenzen verschiedener Orte) nicht bewiesen 


1) Der Gesichtspunkt der Relativität der Dichte dürfte an dieser 
Stelle manchen sehr paradox erscheinen, im späteren Verlaufe dieser Arbeit, 
bei der Betrachtung einander dynamisch ähnlicher Gebilde von ver- 
schiedener Größe, Masse und Dichte, wird sich jedoch unseres Erachtens 
die Berechtigung dieser Betrachtungsweise klarer zeigen. 

2) A, Einstein, Berliner Ber. S. 142. 1917. 
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werden.!) Seeliger hält auch das Endlichbleiben der Potential- 
differenz keineswegs für unbedingt nötig.?) 

Was nun aber die Frage der kleinen Sterngeschwindigkeiten 
anlangt, so kann die Tatsache, daß wir keine großen Ge- 
schwindigkeiten beobachten, davon herrühren, daß sich das 
Eindringen sehr entfernter Körper in das Mittelgebiet genügend 
selten ereignet. Daß dies möglich ist, läßt sich klar einsehen. 
Ein Gebilde, in dem die Dichte wie r-? verschwindet, die Potential- 
differenzen also noch unendlich werden, ist nämlich als unendliche, 
im Gleichgewicht befindliche isotherme Gaskugel möglich.?) Wegen 


1) Wir können dann allerdings für das Unendliche keinen Potential- 
wert angeben, von dem aus wir Potentialdifferenzen rechnen können, 
wir müssen aber bloß für irgendeine Äquipotentialfläche (und eine solche 
läßt sich empirisch bestimmen) dem Potential einen willkürlichen Wert, 
etwa Null, beilegen und können dann von dort die Potentiale positiv und 
negativ zählen und es ist prinzipiell durchaus nicht ausgeschlossen, daß 
man dabei zu beliebig großen Differenzen gelangt. 

2) H. v. Seeliger, Münchener Ber. 8. 8. 1909. 

3) Im mechanischen Gleichgewicht muß die Druckabnahme pro dr 
gleich dem Gewicht der auf der Flächeneinheit lastenden Schicht von 
der Dicke dr sein. Es ist daher: 


r 


M, 
— dp = a =edr 
0 


(vgl. R. Emden, Gaskugeln 8. 36. 1907). Es gilt daher für die ideale 
Gaskugel im Gleichgewicht wegen p/o = RT: 

| RT de 

4xa odr 
Man überzeugt sich leicht, daß für 7 = const 
RT 

2x ır? 
eine Lösung dieser Differentialgleichung ist und daß daher Abnahme der 
Dichte wie r-? eine im Gleichgewicht befindliche isotherme Gaskugel bei 
beliebiger Temperatur ergıbt. Die angeführte singuläre Lösung verlangt 
allerdings Unendlichwerden der Dichte im Mittelpunkt. In R. Emdens 
„Gaskugeln‘“ wird aber gezeigt, daß die allgemeine Lösung für die iso- 
therme Gaskugel so beschaffen ist, daß sie sich in jedem Falle für wach- 
sende r der angeführten singulären Lösung immer mehr nähert, daß also 
die Dichte für genügend große r mit immer wachsender Annäherung wie 
r=? abnimmt, woraus auch folgt, daß die Masse der isothermen unend- 
lichen Gaskugel unendlich ist (R. Emden, Gaskugeln, S. 139). { Emden 
führt (8. 470, 478) als seine Vorgänger in der Behandlung der isothermen 
Gaskugel F. Zöllner, M. Thiesen, G. W. Hill und A. Ritter an. 
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der Isothermie herrscht ein vollständig stationärer Zustand, wegen 
der unendlich großen Potentialdifferenz kommt natürlich auch 
der Verödungseinwand nicht in Betracht. Da die isotherme, 
im Gleichgewicht befindliche unendliche Gaskugel bei jeder Tem- 
peratur möglich ist, so ergibt sich, daß trotz unendlicher Potential- 
differenz gegen das Unendliche sehr große Sterngeschwindigkeiten 
nicht mit größerer Wahrscheinlichkeit erwartet werden müssen 
als nach der Mazwellschen Geschwindigkeitsverteilung bei 
niedriger Temperatur der Häufigkeit sehr rasch bewegter Mole- 
küle entspricht. 

Es wird dies verständlich, wenn man sich klar macht, daß 
aus genügend entfernten Gebieten (von den in größeren Ent- 
fernungen immer seltener werdenden Richtungs- und Ge- 
schwindigkeitsänderungen durch Zusammenstöße abgesehen) 
nur jene Molekel in das Mittelgebiet hineinfallen können, die 
bei beliebiger Richtung einen genügend kleinen Betrag der 
Geschwindigkeit und bei beliebiger Größe derselben eine ge- 
nügend scharf auf die Mitte zielende Richtung besitzen. Der 
Bereich, in dem diese Forderungen erfüllt werden, wird bei 
wachsender Entfernung immer kleiner. (Für die Zielrichtung 
hängt er von 1/r? ab.) Es nimmt daher die Häufigkeit der 
aus den entfernteren Gegenden hineinstürzenden Körper derart 
mit der Geschwindigkeit ab, daß sich trotz der Möglichkeit 
beliebig großer kinetischer Energien im isothermen Gleich- 
gewichtszustand für die Geschwindigkeiten der in irgendeine 
Kugel um den Mittelpunkt eindringenden Körper die gleiche 
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ergibt wie für die 
aus der Kugel austretenden. 

Wenn man von der für das ideale Gas geltenden, von 
Boltzmann statistisch begründeten Formel für die Dichte 
ausgeht (auf die Einstein Bezug nimmt und aus der er auf 
die Unmöglichkeit des Gebildes bei endlichen Potentialdiffe- 
renzen schließt), dann folgt alles dies für die unendliche iso- 
therme Gaskugel ohne weiteres. Nun hat freilich G. H. Darwin 


Aus der Formel für die Druckabnahme läßt sich auch leicht für 

T = const die schon angeführte Formel für die Dichte als Funktion 

der Potentiale 9 = oe *”7 ableiten und von dieser ausgehend gelangt 

man ebenfalls in einfacher Weise zu der Differentialgleichung für die 

Dichte als Funktion des Radius, 
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darauf hingewiesen, daß die Molekularstatistik in der gewöhn- 
lichen Weise, nach der sie zu vollkommen übereinstimmenden 
Resultaten mit der hydrodynamisch behandelten Gastheorie 
führt, in einer Kugel mit abnehmender Dichte für solche 
Radien nicht mehr anwendbar ist, für welche die Zeit zwischen 
zwei Zusammenstößen nicht mehr klein gegen die Umlaufszeit 
eines Planeten in der betreffenden Entfernung ist. Er hat 
daher eine andere Behandlungsweise angewendet, indem er 
voraussetzte (was natürlich, wie er selbst betont, zu weit- 
gehend ist), daß in einer Kugel von einem bestimmten Radius 
an überhaupt’ keine Zusammenstöße mehr stattfinden und die 
Körper sich frei nach dem Gravitationsgesetz bewegen.!) In- 
dem Darwin nun annahm, daß von der Oberfläche des dichteren 
Gebildes, für das die Gasgesetze streng gelten, gleich viel 
Körper von jeder Geschwindigkeit wegfliegen als hineinfallen 
und daß diese Geschwindigkeiten nach dem Maxwellschen 
Gesetz verteilt sind, gelangte er für die Dichte als Funktion 
der Potentialdifferenz zu einer Formel, die komplizierter als die 
Boltzmannsche ist.2) Nach G. H. Darwin verschwindet nun 
die Dichte nach dieser Formel ebenfalls wie r-*.*) Eine genauere 
vom Verfasser durchgeführte Untersuchung (die hier zu weitläufig 
wäre) lehrt, daß die Dichte stärker als r-*, aber schwächer als 
jede Potenz von 1/r, die größer als 2 ist, verschwindet. Dieser 
Unterschied ist deshalb hier von Bedeutung, weil beim Ver- 
schwinden der Dichte wie r-? das Potential wie Inr unendlich 
wird. Nach der Darwinschen Formel muß es ebenfalls un- 
endlich werden, aber noch langsamer als jede noch so kleine 
Potenz von Inr. 


1) G. H. Darwin, On the mechanical conditions of a swarm of 
meteorites and on theories of cosmogony, London, Phil. Trans 180 A, 
8. 1. 1889. Ein Auszug daraus London Proc. 45. 8.3. 1888. Vgl. be- 
sonders Trans. S. 36ff.; Proc. S. 12. Ein ausführlicher Bericht findet 
sich bei R. Emden, Gaskugeln, S. 262ff. 

2) Sie lautet: 

(r - - 


A 
/ =. 
C4 r 


A ist der Radius der Kugel des dichteren Gebildes, innerhalb dessen die 

Gasgesetze gelten. V ist die mittlere Geschwindigkeit des Molekel an 

der Oberfläche dieser Kugel. f(r)/2 ist die Potentialdifferenz zwischen 

r und A (G.H. Darwin, Trans. 8. 39; R. Emden, Gaskugeln, S. 266). 
3) G. H. Darwin, Trans. S. 42; Proc. S. 12. 
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Jedenfalls bleibt gültig, daß ein Sternsystem, in dem die 
Dichte auf Potenzen genau wie r=? verschwindet und die Masse 
und die Potentialdifferenz gegen das Unendliche unendlich groß 
ist, sich bei beliebig kleinen mittleren Sterngeschwindigkeiten im 
statistischen Gleichgewicht befinden kann. 

Bei dem Vergleich mit der Erfahrung ist aber noch zu 
beachten, daß wir ja nicht wissen, welcher Natur die Bau- 
steine des Gebildes wären. Es könnten dies Sterne sein und 
wegen der Verwandtschaft mit einem kugelförmigen Stern- 
haufen wollen wir von jetzt an das Gebilde Sternhaufenwelt 
nennen. Die Bausteine könnten aber auch etwa Milchstraßen- 
systeme sein.!) 


C. So ergibt sich, daß die ,,Sternhaufenwelt mit unendlicher 
Masse physikalisch möglich ist. Was nun aber gegen dieses 
Weltbild nach der Ansicht vieler, zu denen auch der Verfasser 
gehört, zu sprechen scheint, das ist, daß darin ein mittleres, 
dichtestes Gebiet ausgezeichnet ist. Einen empirischen Grund 
gegen die Auszeichnung eines bestimmten Weltgebietes gibt 
es nun aber nicht; in einem uns bekannten Teil der Welt, 
im Sonnensystem, besteht ja gerade eine solche Auszeichnung 
eines Zentrums. Die analoge Annahme einer Zentralsonne und 
damit eines Mittelpunktes der Welt war einst sogar recht 
verbreitet. In dem obigen System müßte es aber nicht einmal 
eine derartige Zentralsonne geben, sondern bloß die geome- 
trische Auszeichnung eines mittleren Gebietes, analog wie in 
den regelmäßigen Sternhaufen und den Spiralnebeln. 

Da wir nicht wissen, aus was für Bausteinen, etwa Milch- 
straßensystemen, diese Welt bestünde, so gibt es keinen 
empirischen Grund, der gegen sie spriche. Nach R. Bach 
2.4.0. steht die Existenz eines Mittelpunktes der Welt mit 
der Relativität des Raumes in Widerspruch. Soweit aber 
diese erkenntnistheoretisch sich von selbst versteht, besteht 
sie bloß darin, daß sich kein Koordinatensystem absolut, ohne 


1) Dann wäre es auch möglich (allerdings nicht bei gleichmäßiger 
Energieverteilung auf die Freibeitsgrade), daß diese in bezug auf den 
Mittelpunkt der Gesamtwelt viel größere Geschwindigkeiten haben als 
aie Sterne in ihnen. Die Spiralnebel haben anscheinend (wenn man ihre 
sehr große spektrale Verschiebung, vorzugsweise Rotverschiebung, nicht 
anders deutet) viel größere Geschwindigkeiten als die Sterne. 
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Bezug auf den materiellen Weltinhalt festlegen läßt. Daß aber 
durch diesen selbst nicht bestimmte Orte ausgezeichnet seien, 
das ist keineswegs evident, wenn es auch eine uns selbst 
zusagende Annahme ist.!) 

Daß wir aber unsere Abneigung gegen die Auszeichnung 
eines Gebietes in der Welt nicht begründen können, ist natür- 
lich kein Beweis, daß wir nicht damit im Rechte seien.?) 

Es würde tief in die Erkenntnistheorie hineinführen, 
wollten wir dies weiter verfolgen. Es muß uns hier genügen, 
daß die Voraussetzung, es gebe kein ausgezeichnetes Gebiet 
im Kosmos, eine unbeweisbare Annahme unsererseits ist. Da 
wir nun aber einmal diese Vermutung haben und da diese 
für viele von uns so intensiv ist, daß sie eine gegenteilige An- 
nahme nicht einmal in Erwägung ziehen wollen, so ist es 
gewiß von Interesse, zu untersuchen, ob es nicht möglich sei, 
die vier Voraussetzungen auch noch mit der fünften zu ver- 
binden, die eben durch die erörterte Vermutung ausgesprochen 
wird. 

Wir werden nunmehr zeigen, daß es bereits ein kosmo- 
logisches System gibt, auf Grund dessen sich die schon er- 
füllten Bedingungen auch noch mit der Nichtexistenz eines 
Mittelpunktes der Welt (unserer fünften Voraussetzung) ver- 
binden lassen. Das betreffende System wurde von E. E. 
Fournier d’Albe in seinem Buche: Two new Worlds?) 
entwickelt. Das genannte Buch enthält manche gewagte 
Spekulationen und dies ist wohl ein Grund, weshalb auch 
das darin u. E. enthaltene Wertvolle nicht die gebührende 
Beachtung gefunden hat. Obwohl sich C. V. L. Charlier in 
einer Abhandlung?) für einen wesentlichen Teil der Fournier- 


1) Wir werden im zweiten Teile auf eine analoge Unterscheidung 
bei Besprechung des Relativitätsprinzips der Bewegung noch zurück- 
kommen. 

2) Apriorische Evidenz kommt freilich dem Urteil, das jene Aus- 
zeichnung ausschließt, nicht zu, aber unsere Erkenntnis beruht ja vielfach 
auf letzten Voraussetzungen, die sich nicht beweisen lassen, die aber auch 
nicht absolute Evidenz beanspruchen können, wie vor allem die oberste 
Voraussetzung der Regelmäßigkeit der Wirklichkeit, auf der alle unsere 
Induktionsschlüsse beruhen. 

3) E. E. Fournier d’Albe, Two new Worlds, London 1907, auch 
deutsch übersetzt von M. Ikle, „Zwei neue Welten“, Leipzig 1909. 

4) C.V.L.Charlier, „Wie eine unendliche Welt aufgebaut sein 
kann“. Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik 4. Nr. 24. 1908. 
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d’Albeschen Gedanken eingesetzt und daran eigene Berech- 
nungen geknüpft hat, so ist doch dieser Gesichtspunkt in den 
kosmologischen Untersuchungen der Folgezeit im allgemeinen 
nicht berücksichtigt worden. 


Wir wollen hier die Grundgedanken Fournier d’Albes 
in unserem Sinne, ohne strenge Anlehnung an seine eigene 
Darstellung, entwickeln. 

Die Annahme, daß unser Milchstraßensystem eines unter 
vielen seinesgleichen sei, ist weit verbreitet und es wird auch 
vielfach für wahrscheinlich gehalten, daß die von uns ge- 
sehenen Spiralnebel andere derartige Systeme seien. Wir 
hätten dann also in der astronomischen Welt eine solche Gliede- 
rung der Materie vor uns, daß ein oder zwei oder mehr etwa 
gleich große Fixsterne und mehrere kleinere Körper je ein 
System von der Art unseres Sonnensystems bilden und daß 
dann eine sehr große Zahl solcher Systeme sich zu Systemen 
höherer Ordnung von spiraliger oder anderer Form zusammen- 
fügen, wobei noch innerhalb dieser Systeme Zusammenballungen 
zu lockeren oder dichteren Sternhaufen bestehen. Innerhalb 
der einzelnen dem Sonnensysteme analogen Systeme sind die 
Abstände der einzelnen Körper (Sonnen, Planeten) groß im 
Vergleich zu deren Dimensionen. Ebenso sind wieder die 
durchschnittlichen Abstände der Sonnensysteme groß im Ver- 
gleich zu deren Ausdehnung und gar im Vergleich zur Aus- 
dehnung der einzelnen Fixsterne. Die Abstände der einzelnen 
„galaktischen‘ Systeme sind aber wieder von einer höheren 
Größenordnung als deren eigene Dimensionen. Wir finden 
danach also in der empirisch erforschten astronomischen Welt 
drei (oder mehr) Stufen von Systemen, die alle dadurch 
charakterisiert sind, daß die Abstände der sie zusammensetzen- 
den Gebilde groß im Vergleich zu deren Ausdehnung sind, 
so daß der Raum innerhalb jedes Systems mehr vergleichs- 
weise „Leeres‘‘ enthält (das eventuell mit einer Materie anderer 
Art, etwa mit Strahlungsenergie erfüllt ist) als dichter er- 
fülltes Gebiet. Die Materie ist also innerhalb jedes Systems 
und ebenso in der Mannigfaltigkeit der galaktischen Systeme 
in einzelne „Molekel‘‘ zusammengeballt. 

So verhält es sich in der makroskopischen Welt und ganz 
analog verhält es sich bekanntlich im kleinen. Wenn auch 
nicht in den festen und flüssigen Körpern, so doch in den Gasen 
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sind die Abstände der Molekel und Atome groß im Vergleich 
zu deren Ausdehnung, und die Atome selbst bestehen ja aus 
den Kernen und Elektronen, oder vielleicht alle aus Wasser- 
stoffkernen und Elektronen, deren Abstände groß im Ver- 
gleich zu ihrer Ausdehnung sind. Man vergleicht ja die Atom- 
systeme trotz der wesentlichen Unterschiede vielfach mit 
Planetensystemen. 

Indem Fournier d’Albe diese durch die empirische 
Wissenschaft erforschten Verhältnisse überdachte, gelangte er 
zu der Induktion, daß diese in mehreren Stufen uns bekannte 
Gliederung der Materie auf einem weit allgemeineren Gesetze 
beruhe. Indem er (stillschweigend) die gewöhnliche Annahme 
eines euklidischen Raumes zugrunde legte, zu dessen Wesen 
es gehört, im kleinen und großen gleichartig zu sein, gelangte 
er also zu der Hypothese, daß jene Gliederung der Materie 
im großen und kleinen unbegrenzt weitergehe, daß also immer 
eine größere Zahl von Systemen in Abständen, die im Ver- 
gleich zu deren Ausdehnung groß sind, ein System der nächst- 
höheren Ordnung bilden, oder andererseits, daß jedes System 
aus Systemen niedererer Ordnung zusammengesetzt sei, deren 
Größe klein im Verhältnis zu ihren Abständen sei. 

Die daran sich anschließenden Spekulationen Fournier 
d’Albes sowie auch die Annahme einer Fortsetzung der 
Materiegliederung ins kleine über die „Urkerne‘“ und Elek- 
tronen hinaus, brauchen uns hier nicht zu kümmern. Jeden- 
falls sind die Atomsysteme, die durch elektromagnetische 
Kräfte zusammengehalten werden, schon dadurch dem Planeten- 
systeme nicht gleichartig, selbst wenn man von der Fournier 
d’Albe 1907 noch nicht bekannten Anwendung des Quanten- 
prinzips auf die Atomsysteme absieht. 

Hier kommt für uns nur die Anwendung des Fournier 
d’Albeschen Gedankens (der übrigens schon weit früher zu 
finden ist) auf das kosmologische Problem, also auf die Welt 
im großen, an. Auch Charlier zog in der zitierten Abhandlung 
bloß die Hierarchie der Systeme vom Fixstern aufwärts in 
Betracht. Da jedes System in bezug auf das nächsthöhere 
wie ein Molekel ist, so wollen wir die angenommene Gliederung, 
gleichgültig, ob sie bloß nach oben oder auch nach unten un- 
begrenzt ist, Molekularhierarchie nennen. 

Es gehört zum Wesen der von Fournier d’Albe und 
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Charlier betrachteten Materiegliederung, daß die Systeme, 
von je höherer Ordnung sie sind, um so geringere mittlere 
Dichte haben, da ja die Abstände der jedes System aufbauenden 
nächst niederen Systeme groß im Vergleich zu diesen ist. Dies 
führt dazu, daß die mittlere Dichte der umfassenderen Systeme 
unter jede vorgegebene bestimmte endliche Größe sinkt und 
daß daher nach dem Obigen die mittlere Weltdichte Null ist. 
Dies ergibt die Möglichkeit, im Fournier d’Albeschen Systeme 
die Einwände gegen eine unendliche Welt zu entkräften. 
Charlier behandelt in seiner Abhandlung drei „Kriterien“, 
die in befriedigender Weise erfüllt sein sollen, das „Olberssche 
Kriterium‘, daß die Helligkeit des Lichtes nicht unendlich 
werde, das analoge „Seeligersche Kriterium‘ in bezug auf 
die Gravitation und das ‚„Geschwindigkeitskriterium‘‘, daß 
bei Hineinstürzen von Körpern aus dem Unendlichen in die 
einzelnen Systeme die kinetische Energie endlich bleibe. 

Was das Olberssche Problem betrifft, so gibt es bekannt- 
lich dafür noch eine andere Lösung, nämlich die Annahme, 
daß der überwiegende Teil der Weltmaterie nicht leuchtend 
sei; was aber die Gravitation betrifft, so läßt sich diese, wenig- 
stens nach der Newtonschen Theorie, nicht absorbieren, so 
daß hier außer der Lösung, deren notwendige (aber nicht hin- 
reichende) Bedingung das Verschwinden der Weltdichte ist, 
bloß noch die Möglichkeit eines Gleichgewichtes der Resul- 
tierenden verschiedener Richtung denkbar wäre.!) Wenn man 
jedoch die Resultierenden in einer Richtung bestimmt, wie 
dies Charlier in seiner Abhandlung ‘tut, dann muß das 
Problem für die Gravitation ganz analog wie für das Licht 
bei fehlender Absorption sein, da die Kräfte in gleicher Ab- 
hängigkeit von der Entfernung stehen, wie die Helligkeiten 
und in einer Richtung sich auch in gleicher Weise summieren. 
Für das Seeligersche Kriterium gelangt nun Charlier zu 
einem Ergebnis, das sich durch eine vereinfachende Umformung 
seines Resultats so darstellen läßt, daß danach die Masse der 
einzelnen Systeme langsamer als mit dem Quadrate ihres Radius 
wachsen, ihre Dichte also stärker als proportional ihrem Radius 
abnehmen müsse.) Für das Olberssche Kriterium gelangt 


1) Für diese Möglichkeit vgl. R. Bach, a. a. O. 
2) Dies stimmt mit Seeligers bereits zitiertem Ergebnis über das 
Verschwinden der Dichte im Unendlichen wie r—' überein. 
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Charlier zu einem anderen Ergebnis. Wenn man jedoch an 
Stelle einer Formel Charliers (der Formel 5 seiner Arbeit) 
einen anderen Ansatz macht, so ergibt die Rechnung für 
das Olberssche Kriterium das gleiche Resultat wie für das 
Seeligersche.!) 


Für das Geschwindigkeitskriterium gelangt Charlier zu 
einem Resultat, das sich (ebenfalls durch eine Umformung 
seines Ergebnisses) so formulieren läßt, daß danach die Massen 
der Systeme höchstens ihren Radien direkt, ihre Dichten also 
mindestens den Quadraten ihrer Radien umgekehrt proportional 
sein müssen. Dies verlangt eine stärkere Konvergenz der 
Dichte als das Seeligersche und das Olberssche Kriterium. 


1) Bei Charlier bedeuten g,, 0... 0; usw. die Radien von Kugeln, 
in denen durchschnittlich ein Fixstern, eine Milchstraße (ein System 
1, Ordnung) usw. vorkommt (nattirlich innerhalb eines Systems nächst 
höherer Ordnung); %;,, die Helligkeit eines Systems der iten Ordnung 
im Abstand o;,,, Hı die Gesamthelligkeit des Systems iter Ordnung, zu 
dem unsere Sonne und unsere Milchstraße gehört, von der Erde gesehen. 
Charlier stellt nun die Gleichungen auf: 


Qı 
h, = H, >> bzw. = 3 

Q2 
Nun würde aber die erste Beziehung (für die Helligkeit eines anderen 
Milchstraßensystems im Abstande g,) nur dann gelten, wenn die Milch- 
straße sich: durchschnittlich in der Entfernung o, befände. Ihr durch- 
schnittlicher Abstand ist aber viel größer. Doch läßt sich auf andere Weise 
ein Ansatz für h, bzw. h; gewinnen. Nach der Bezeichnungsweise Charliers 
bilden N, Sterne eine Milchstraße oder ein System 1. Ordnung, N, Systeme 
(#—1) ter Ordnung ein System iter Ordnung. Die fremde Milchstraße 
in der Entfernung g, besteht also aus N, Fixsternen, deren Helligkeit in 
der Entfernung 9, h, wäre. Da (wie sich genauer später ergibt) die 
Ausdehnung der Milchstraße sehr klein gegen o, ist, so können wir die 
Entfernung aller ihrer Sterne gleich 9, setzen. Damit wird 


2 
hy = N, hy hy = Naha 


also 


8 
Mit Benutzung der Formel cian H,= 3h; VN, führt eine einfache 
Rechnung zu einem Resultat fiir das Olberssche Kriterium, das mit 
dem von Charlier fiir das Seeligersche Kriterium abgeleiteten voll- 
kommen übereinstimmt. — Die im Texte gegebene, bei Charlier selbst 


in dieser Form nicht ausgesprochene Fassung seiner Resultate .n 
sich aus Formeln 8.9 und 13 in Charliers Arbeit. 


Beiträge zum kosmologischen Problem. 301 


In Charliers Formeln wird die angegebene Grenze noch zur 
Erfüllung des Geschwindigkeitskriteriums als zulässig auge- 
sehen. Wie wir schon bei der Betrachtung der Sternhaufenwelt 
gesehen haben, wird jedoch die Potentialdifferenz gegen das 


Unendliche nur dann endlich, wenn + dr endlich bleibt, 


wenn also die in Kugeln um den Mittelpunkt enthaltenen 
Massen langsamer als die Radien der Kugeln wachsen. Das 
, Geschwindigkeitskriterium“ verlangt das gleiche für die 
Massen und Radien der molekularhierarchischen Systeme.!) 


1) Charlier nimmt in seiner Formel (12) an, daß das halbe Ge- 
schwindigkeitsquadrat eines aus dem Unendlichen mit der Anfangs- 
geschwindigkeit Null an die Grenze des Systems iter Ordnung gelangen- 


den Körpers k? + sei oder daß dort diese Potentialdifferenz gegenüber 


i 
dem Unendlichen herrsche. In der Sternhaufenwelt gilt nun fiir die 
Potentialdifferenz gegenüber dem Unendlichen in der Entfernung r; 


r 
Wenn wir in der molekularhierarchischen Welt die Massen einer unend- 
lichen Reihe zueinander konzentrischer Systeme M,, (mit Ausnahme der 
Masse des nächstniederen zu betrachtenden Systems) auf konzentrische 
Kugelschalen mit den Radien der Systeme R, bringen, dann ist die 
Potentialdifferenz gegenüber dem Unendlichen an der Grenze des 
Systems 8, (vorausgesetzt, daß wir uns nicht in der Nähe eines Systems 
i— lter Ordnung befinden): 


M, 
ke ke 
Batı 


In Wirklichkeit ist sie bei konzentrischen Systemen gewiß größer, da 
wir bei der Betrachtung die Massen der Schalen, die den Punkt umgeben, 
auf größere R gebracht haben als sie tatsächlich besitzen. Da M,, klein 


gegen M,+, ist, so ist der gefundene Ausdruck von 


M, 
2 n 
i 
nicht sehr verschieden. Die genauere Bestimmung verlangt Voraus- 


setzungen über die Dichteverteilung innerhalb der Systeme, es läßt sich 
jedoch erkennen, daß 


M, M+; — M, 
2 
R; +h > Ba 
i 


einen zu groBen Wert ergibt, denn dabei denken wir uns die Massen auf 
zu kleine Radien gebracht. Es ergibt sich (da natürlich M,,4,/M, nicht gegen 
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Bei Besprechung der Sternhaufenwelt erklärten wir, daß 
die Erfüllung des Geschwindigkeitskriteriums nicht notwendig ist. 
Das gilt auch für die molekularhierarchische Welt. Bei dieser 
ist es besonders leicht begreiflich, daß wir trotz großer 
Potentialdifferenzen keine Körper mit großen Geschwindig- 
keiten beobachten. Es kann gewiß einzelne wenige Körper 
von der Größenordnung von Sternen in den Zwischenräumen 
der Systeme nter Ordnung geben, so wie es Gasmolekel in den 
interstellaren Räumen gibt. Aber selbst wenn ein derartiger 
Körper in ein System nter Ordnung eindringt, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit überwiegend, daß er es passiert, ohne in ein 


1 konvergiert), daß für die Erfüllung des Geschwindigkeitskriteriums ein 
stärkeres Wachsen der Radien als der Massen der Systeme notwendig ist. 
Wenn M,+,/M, nicht über alle Grenzen wächst, dann folgt aus unserer 


oberen Schranke, daß das Verschwinden von lim = 
n=00 n 


kleine negative Potenz auch hinreichend ist. 

Wie wir später sehen werden, gibt es höchstens eıne einzige unend- 
liche Reihe zueinander konzentrischer Systeme, in der überwiegenden 
Mannigfaltigkeit der möglichen molekularbierarchischen Welten aber 
überhaupt keine. Wenn wir nun andererseits annehmen, daß das System 
iter Ordnung sich an der Grenze des Systems i + lter Ordnung befinde, 
dieses ebenso in bezug auf das System i + 2ter Ordnung usw. bis zur 
mten Ordnung, dann können wir uns die Massen der Systeme iter bis 
mter Ordnung (immer mit Ausnahme der Massen der nächstniederen 
Systeme) auf Punkte konzentriert denken und die durch sie bewirkte 
Potentialsumme an der Oberfläche des Systems iter Ordnung ist mit 
großer Annäherung: 


wie eine noch so 


Wenn wir uns Systeme iter Ordnung denken, die bis zu einer immer 
höheren Ordnung m am Rande liegen, dann nähert sich an ihrer Oberfläche 
das Gesamtpotential immer mehr Bu Ausdruck: 


Mn+; — Mn - M, 
Rati 
den wir schon als untere Schranke fiir konzentrische Systeme gefunden 
haben. Nun muß aber m in jedem einzelnen Falle eine endliche Zahl 
sein, es kann keine Systeme geben, die (wie wir kurz sagen) Randsysteme 
unendlichen Grades wären. Wenn die Systeme aber nicht Randsysteme 
sind, dann wird die Potentialsumme größer. Wir können daher mit 
voller Allgemeinheit aussagen, daß das Potential an der Oberfläche jedes 
Systems iter Ordnung größer ist als der soeben angegebene Ausdruck, 
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System n — Iter Ordnung oder gar in ein System erster 
Ordnung (Milchstraßensystem) einzudringen. 

Das Problem der Geschwindigkeiten hineinstürzender Körper 
und das der Verödung sind einander koordiniert. Bei dem 
ersten fürchtet man, daß infolge zu großer Potentialdifferenzen 
zu viel Körper mit großer Geschwindigkeit eindringen, bei 
dem zweiten, daß solche infoge zu kleiner Potentialdifferenzen 
entfliehen. 

Wir haben gesehen, wie in dem kugelsymmetrischen 
System (der Sternhaufenwelt) aus der Theorie der isothermen 
Gaskugel und noch genauer aus den Berechnungen G. H. 
Darwins folgt, daß bei Verschwinden der Dichte wie r-? (auf 
Potenzen genau) die aus irgendeiner Kugel um den Mittel- 
punkt herausgehenden und in sie eindringenden Körper 
einander das Gleichgewicht halten können. Dabei wird das 
Potential nach der Theorie des idealen Gases wie In r, nach der 
Formel Darwins noch langsamer unendlich. Wenn aber in 
einer unendlichen Gaskugel die Dichte mit einer kleineren 
Potenz von 1/r als mit der zweiten verschwindet, dann müssen, 
damit (für den Anfangszustand) mechanisches Gleichgewicht 
herrscht, die Temperaturen mit dem Radius schließlich über 
alle Grenzen wachsen. Dies würde balé eine Invasion des 
Mittelgebiets durch Molekel mit großen Geschwindigkeiten zur 
Folge haben. Wenn andererseits die Dichte mit einer größeren 
Potenz als r-? verschwindet, dann findet (wenn nicht besondere 
Anfangsbedingungen für die Molekelgeschwindigkeiten vorliegen) 
nach und nach Verödung statt. 

In der molekularhierarchischen Welt sind die Verhältnisse 
freilich komplizierter, aus den Potentialberechnungen in der 
voranstehenden Anmerkung ergibt sich jedoch, daß das Ver- 
schwinden der Dichte wie r-* in der molekularhierarchischen 
Welt dieselbe Bedeutung als Grenze für das Unendlichwerden 
des Potentials besitzt wie in der Sternhaufenwelt. Bei dem 
Problem der aus großen Entfernungen hereinstürzenden und 
in solehe heraustretenden Körper ist aber der Gang der 
Potentialfunktion entscheidend, wobei es für das Gleichgewicht 
auf ein sehr langsames Unendlichwerden des Potentials an- 
kommt. Es ist danach also wohl anzunehmen, daß, wenn in 
der molekularhierarchischen Gesamtwelt die Dichte (auf Po- 
tenzen genau) wie r-? verschwindet, daß dann auch für jedes 
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einzelne System nter Ordnung die aus sehr großen Ent- 
fernungen eindringenden und in solche entfliehenden Körper 
einander das Gleichgewicht halten können. 

Wenn die Dichte wie r-? verschwindet, dann heißt das, 
daß die Massen mit wachsender Ordnung der Systeme mit 
immer größerer Annäherung proportional den linearen Dimen- 
sionen dieser Systeme wachsen müssen.!) Dann ist die Ge- 
schwindigkeit, die notwendig ist, um einen Körper aus der 
Anziehungssphäre eines Systems zu bringen, für alle Systeme 
dieselbe. Damit die einzelnen Systeme (etwa als Gaskugeln) 
bei verschiedenem Größenmaßstab existieren können, müssen 
die Geschwindigkeitsquadrate ihrer nächst niederen Bausteine 
(die Geschwindigkeiten bezogen auf den Schwerpunkt des 
Systems) proportional zu M/r sein.?2) Es folgt daraus, daß bei 
Proportionalitätt von M und r die Geschwindigkeiten der 
Systeme n — 1 Ordnung in bezug auf den Schwerpunkt des 
Systems nter Ordnung für alle n von der gleichen Größen- 
ordnung sein müssen. Danach würden also Längen, Zeiten 
und Massen in den einzelnen Systemen verschiedener Ordnung 
in gleichem Verhältnisse zueinander stehen. Das Gleichbleiben 
der relativen Geschwindigkeiten oder das proportionale Wachsen 
der Längen und Zeiten ist auch aus allgemeinen Gründen durch 
den ganzen Charakter der molekularhierarchischen Welt oder 
durch den derselben zugrunde liegenden Gedanken der 
Relativität der Größe (in der vierdimensionalen Welt) nahe- 
gelegt.?) 


1) Damit die Helligkeiten und Anziehungskräfte endlich bleiben, 
müssen die Massen, wie wir gesehen haben, bloß schwächer als M? 
wachsen und die Dichten stärker als r-! abnehmen. 

2) Vgl. R. Emden, Gaskugeln, S. 258, die Anmerkung zur Tabelle. 
Bei Fournier d’Albe finden sich viele Betrachtungen über Dimensionen 
von äbnlichen Systemen verschiedener Größe. 

3) Fournier d’Albe denkt sich die molekularhierarchische Welt in 
der gleichen Weise. Er erkennt, daß zur Ermöglichung der Proportionalität 
der Längen und Zeiten auch die Massen der Systeme in dem gleichen 
Verhältnisse wachsen müssen. (E. E. Fournier d’Albe, Zwei neue 
Welten, 8. 130, 153, 164, 197 der deutschen Ausgabe. Die englische war 
mir nicht zugänglich.) Fournier d’Albe hat jedoch ebenso wie später 
Charlier die Ansicht, daß eine solche Abnahme der Dichten zur Er- 
füllung des „Geschwindigkeitskriteriums‘ ausreichend sei, indem er eben- 


falls bei der Potentialbestimmung die umgebenden größeren Systeme nicht 
in Betracht zieht. 
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In dieser Weise denken wir uns also die molekularhier- 
archische Welt aufgebaut. In einer solchen Welt sind die 
Einwände wegen Unendlichwerdens des Lichtes, der An- 
ziehungskraft, der Geschwindigkeiten und der Verödungsein- 
wand hinfällig. Wenn man freilich die Forderung statistischen 
Gleichgewichts stellt, dann ergeben sich Schwierigkeiten, die 
sich wohl kaum überwinden lassen.!) Eine isotherme, im Gleich- 
gewicht befindliche Gaskugel mit endlicher Masse ist überhaupt 
nieht möglich. Endliche Gaskugeln können nur existieren, 
wenn in ihnen Temperaturunterschiede herrschen, die sich 
auszugleichen streben und die sich bloß bei fortschreitender 
Kontraktion der Gaskugel — solange diese möglich ist — 
erhalten. Daher können die einzelnen endlichen Systeme, 
wenn sie Gaskugeln analog sind, nicht unendlich lange exi- 
stieren. Ferner kann man leicht sehen, daß nach unserer 
Hypothese, daß die Geschwindigkeiten jedes Systems in bezug 
auf das nächst höhere von der gleichen Größenordnung sind, 
Gleichverteilung der kinetischen Energie auf die Freiheitsgrade 
nicht besteht. Die Annahme der Gleichheit der relativen Ge- 
schwindigkeiten folgte aber aus der Annahme der Proportio- 
nalität von r und M bzw. aus dem Verschwinden der Dichte 
wie r-?, die wieder notwendig zu sein scheint, damit die aus 
großen Entfernungen eindringenden und in diese entfliehenden 
Körper einander das Gleichgewicht halten. Gegen die Schwierig- 
keit wegen der Gleichverteilung ließe sich vorbringen, daß die 
einzelnen Systeme wie einatomoge Gase zu behandeln seien 
und daß im System n ter Ordnung bloß die Systeme n — 1 ter 
Ordnung untereinander Energie austauschen, ohne daß ein 
Austausch mit den Systemem n — 2ter Ordnung besteht. So 
behandelt G. H. Darwin die Meteoritenschwärme, Poincar& 
das Milchstraßensystem wie ein einatomiges Gas.?) Eine der- 

1) Wenn Zusammenstöße genügend selten (im Vergleich zu den 
planetarischen Umlaufszeiten) sind, dann ist natürlich mechanisches Gleich- 
gewicht wie im Planetensystem möglich. Aber solange auch (im Ver- 
hältnis zu den Umlaufszeiten) das Gleichgewicht im Sonnensystem dauert, 
für ewige Zeiten kann es nach den mechanisch-thermodynamischen Prin- 
zipien bekanntlich nicht dauern. Durch Zusammenstöße mit Meteoriten, 
durch Gezeitenwirkungen usw. muß schließlich doch die kinetische 
Energie der Planetenbewegung der Zerstreuung anheimfallen. 

2) Vgl. G. H. Darwin, Trans, a. a. O.; H. Poincaré, Legons sur 
les hypotheses cosmogoniques, Paris 1911, 8. 261. 
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artige Auffassung kann nun sicherlich für sehr lange Zeiten 
(relativ zu anderen Prozessen im betrachteten System) richtig 
sein, aber für unendlich lange Zeiten nicht. Für diese müßte 
man nach statistischen Prinzipien wohl doch Äquipartition der 
kinetischen Energie fordern. Wenn wir uns aber diese Be- 
dingung erfüllt denken (die Geschwindigkeiten der verglichenen 
Systeme auf den Schwerpunkt eines ihnen übergeordneten von 
viel höherer Ordnung bezogen), dann müssen die relativen 
Geschwindigkeiten in den höheren Systemen sehr schnell immer 
kleiner werden. Die Massen müßten dann, damit auch nur 
zeitweilige Stabilität möglich ist, langsamer als die Radien 
wachsen, so daß die Potentialdifferenzen endlich blieben, was 
Verödung ins Unendliche ermöglichte. 

Während wir oben gesehen haben, daß eine Sternhaufen- 
welt mit unendlicher Masse im statistischen Gleichgewicht mög- 
lich ist (allerdings nur, wenn man die Sterne als Atome im 
strengen Sinne ansieht), ergibt sich aus dem Dargelegten wohl 
mit Sicherheit, daß eine molekularhierarchische Welt im stati- 
stischen Gleichgewicht unmöglich ist. Wie wir schon erwähnten, 
scheint uns jedoch, daß damit ein kosmologisches System 
keineswegs gerichtet ist.!) 

Wenn alles Geschehen ausschließlich entsprechend den 


1) Auf Grund statistischer Vorausset.ungen ist eine große Welt 
mit geordneten Bewegungen und wachsender Entropie, wie wir sie kennen, 
etwas ganz Unwahrscheinliches, Wenn sie schon existiert, kann sie da- 
nach (wenn man einen Fall mit unendlich kleiner Wahrscheinlichkeit als 
ausgeschlossen ansieht) ebensowenig wie nach der klassischen Thermo- 
dynamik dauernden Bestand haben und wäre in einer räumlich und 
zeitlich unendlichen Welt nur als unvorstellbar seltener Ausnahmsfall in 
der im großen im Zustande des „Wärmetodes‘ befindlichen Raum- 
und Zeitgesamtheit zu erwarten. Eine Welt, wie wir sie kennen und wie sie 
in der Erfahrung, von der wir ausgehen müssen, gegeben ist, könnte danach 
also nicht eine unendliche Raum- und Zeitgesamtheit erfüllen. Wenn 
wir also unter einem Kosmos (im Gegensatz zum Chaos) eine derartige 
Welt verstehen, dann folgt aus statistischen Prinzipien die räumliche und 
zeitliche Endlichkeit des Kosmos, in dem wir uns befinden, mag er Teil 
eines größeren räumlich-zeitlichen Chaos sein oder nicht. Ist also unser 
Kosmos räumlich und zeitlich unendlich oder mit anderen Worten ist 
eine räumlich - zeitlich unendliche Welt analog unserer Erfahrung, dann 
ergibt sich, daß hier etwas statistisch-mechanisch nicht Erklärbares vor- 
liegen müßte. Daraus folgt aber unseres Erachtens nicht, daß dies un- 
möglich ist. Es scheint uns vielmehr, daß die Statistik nicht alles in der 
Natur erklären kann. Es ist hier nicht der Ort, dies weiter zu verfolgen. 
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statistisch-mechanischen Prinzipien verläuft, dann ist allerdings 
die Wahrscheinlichkeit unendlich klein, daß eine molekular- 
hierarchische Welt existiert, es ergibt sich aber auch nach 
diesen Prinzipien, daß, wenn sie einmal existierte, sie sich 
als solche erhalten würde. Wie die Sternhaufenwelt, wie wir 
gesehen haben, in jedem Falle Sternhaufenwelt bleibt, so bleibt 
die molekvlarhierarchische Materieverteilung stets eine mole- 
kularhierarchische Materieverteilung. Daß sie niemals in eine 
gleichmäßige Verteilung übergehen kann, ergibt sich aus den 
gleichen Gründen wie dort schon aus der Unmöglichkeit des 
Endzustandes (Dichte Null, Masse unendlich). Wenn nun die 
molekularhierarchische Welt so gebaut ist, daß die relativen 
Geschwindigkeiten in den Systemen mit wachsender Größe 
gleich bleiben oder sogar abnehmen, dann folgt, daß alle ähn- 
lichen Prozesse in den Systemen mit wachsender Größe in 
gleichem oder größerem Maße wachsende Zeit beanspruchen. 
Es wäre also, wenn alle Systeme nach endlicher Zeit zerfallen, 
dieser Prozeß zu jeder Zeit erst zu einer bestimmten Ordnung 
vorgedrungen und daher würde die molekularhierarchische 
Materieverteilung selbst niemals aufhören. Es würden dann 
Prozesse, wie wir sie empirisch kennen und deren Wesen das 
beständige Wachsen der Entropie ist, in der Zukunft immer — 
wenn auch in immer wachsendem Größen- und Zeitmaßstabe 
— fortschreiten. 


.D. In der molekularhierarchischen Welt sind jedenfalls von 
unseren anfänglichen Voraussetzungen 1, 2,4 erfüllt. Was die Vor- 
aussetzung 8, die lückenlose Raumerfüllung, anlangt, so läßt 
sich diese leicht ohne Umstürzung der anderen Voraussetzungen 
sowie der soeben angestellten Überlegungen verwirklichen, 
wenn man annimmt, daß in jedem Systeme die Zwischenräume 
zwischen den nächstniederen Systemen kontinuierlich von 
einer derart dünnen Materie erfüllt sind, daß dadurch sowohl 
die Masse als auch die mittlere Dichte ganz unwesentlich ver- 
ändert wird. Als feine „Materie“, die die Zwischenräume 
zwischen den Systemen erfüllt, kommt vor allem die Strah- 
lungsenergie in Betracht.!) 


1) Am einfachsten ist es, wenn die Masse der „Zwischenmaterie“ 
in jedem Systeme der groben Materie desselben proportional ist. Für 
die Strahlungsenergie ist jene Annahme durchschnittlich erfüllt, denn 
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Durch das molekularhierarchische System sind also, ebenso 
wie durch das schon vorher betrachtete ,,Sternhaufensystem“ 
die Voraussetzungen 1—4 erfillt. Es fragt sich nun, ob auch 
die Voraussetzung 5, das Fehlen eines ausgezeichneten Mittel- 
gebietes, erfüllt ist. J. Lense führt die Charliersche Welt 
als ein Beispiel fiir den zweiten Fall der R. Bachschen Ein- 
teilung an, wonach „außerhalb einer Kugel von genügend 
großem Radius nur noch ein unendlich kleiner Bruchteil aller 
Massen vorhanden ist.‘“!) Da in einem solchen System, wie 
R. Bach in der von Lense referierten Arbeit richtig bemerkt, 
die Welt einen Mittelpunkt haben müßte, so bezieht dies 
Lense auch auf die Charliersche Welt. In dieser ist jedoch 
(wie wir gesehen haben und J. Lense, a. a. O. weiter unten 
ebenfalls erwähnt) die Gesamtmasse der Welt unendlich, die 
innerhalb jeder noch so großen Kugel enthaltene Masse aber 
sicherlich endlich. Was aber die Folgerung betrifft, daß die 
Charliersche Welt einen Mittelpunkt haben müsse (wie ihn 
ja. die Sternnaufenwelt offenbar besitzt), so erfordert die 
Untersuchung dieses Problems eine etwas eingehendere Be- 
handlung. 


Jedenfalls gibt es nach Fournier d’Albe und Charlier 
keine derartig hervorstechende Auszeichnung eines Mittel- 
punktes wie in der „Sternhaufenwelt“. Es gibt nicht bloß 
außerhalb jeder noch so großen endlichen Kugel Fixsterne, 
sondern auch solche relativ dichte Anhäufungen von Fix- 
sternen, die die Milchstraßensysteme bilden. Dasselbe, gilt 
aber auch für die Systeme beliebig hoher Ordnung. Das 
Universum erscheint also im molekularhierarchischen Systeme 
überall im wesentlichen gleichartig. Dies würde einen leicht 
dazu führen, ohne weiteres die Existenz eines ausgezeichneten 
Gebietes in dieser Welt zu bestreiten. Dennoch gibt es aber 
einen Sinn, in dem man von einem Mittelgebiet sprechen 
kann und in dem eine molekularhierarchische Welt ein Mittel- 


die in einem Gebiet enthaltene Größe derselben ist offenbar der Menge 
der darin enthaltenen strahlenden Sterne proportional (da von außen 
nach den früheren Betrachtungen in ein System bei genügender Dichte 
konvergenz pro Volumseinheit ein zu vernachlässigender Bruchteil ein- 
strahlt) und diese Menge kann man als einen konstanten Bruchteil aller 
Sterne betrachten. 

1) J. Lense, Naturwissenschaften 6. S. 663. 1918. 
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gebiet haben kann, aber — wie wir zeigen werden — nicht 
haben muß. 

Was zunächst die Frage nach einem exakten Mittelpunkt 
betrifft, so würde ein solcher vorliegen, wenn es einen Sinn 
hätte, der unendlichen Gesamtwelt einen Schwerpunkt zu- 
zuschreiben. Dies wäre dann möglich, wenn für eine unendliche 
Folge von ineinander enthaltenen Systemen immer höherer 
Ordnung die entsprechende Folge der Schwerpunkte einen 
Limes hätte.!) Aber auch wenn dies nicht der Fall ist, sondern 
wenn es bloß ein begrenztes Gebiet gibt, in dem schließlich 
von irgendeinem Schwerpunkte an alle folgenden Schwer- 
punkte verbleiben, liegt die Auszeichnung eines Mittelgebietes 
der Welt vor.2) Wenn man will, kann man dann in dem 
Mittelgebiet auch einen Punkt irgendwie als Mittelpunkt aus- 
zeichnen, etwa seinen geometrischen Schwerpunkt. 

Wir wollen nunmehr zeigen, daß es sowohl molekular- 
hierarchische Systeme geben kann, für die es einen Limes der 
Schwerpunktsfolgen, kurz einen Schwerpunkt der ganzen Welt 
gibt oder für die die Schwerpunkte wenigstens schließlich in 
einem begrenzten Gebiete bleiben, als auch, daß es Systeme 
geben kann, für die dies nicht der Fall ist. Dazu ist es vorteil- 
haft, sich einer Schematisierung zu bedienen, deren Urheber 
Fournier d’Albe selbst ist. Man denke sich jedes nächst- 
höhere System aus sieben ‚Systemen der nächst niederen Ord- 
nung in der Form eines Oktaéders aufgebaut, so daß ein System 
im Mittelpunkt des Oktaöders und sechs andere an seinen 
Ecken zu denken sind. Für die Darstellung in der Ebene 
genügt es, einen der quadratischen Symmetrieschnitte des 
Oktaéders zu betrachten, in dem fünf Systeme in der Form 
angeordnet sind, die sich auf der Würfelfläche mit fünf Augen 
befindet und die bei den Römern quincunz hieß. Nach dem 
Schema der Quincunx denken wir uns also die Systeme in 
der Ebene aufgebaut. Jede Quincunx bildet eines der fünf 
Elemente der nächsthöheren Quincunx. 

Wir können nun leicht ein molekularhierarchisches System 


1) Offenbar müßte dann auch jede andere aufsteigende Folge von 
Schwerpunkten zu demselben „Häufungspunkt“ ftihren. 

2) Natürlich gilt auch hier, daß, wenn für eine einzige Folge ein 
derartiges Gebiet existiert, auch die Schwerpunkte jeder anderen Folge 
schließlich innerhalb dieses Gebietes bleiben müssen. 
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konstruieren, das einen Schwerpunkt der Gesamtwelt besitzt. 
Wir zeichnen zunächst eine Quineunx, deren Elemente Punkte 
seien, die uns Sterne darstellen sollen. Hierauf betrachten wir 
diese Quincunx als mittleres Element der Quincunx der nächst- 
höheren Ordnung, indem wir zu jener vier andere von gleicher 
Art hinzufügen, so daß deren Abstände groß im Vergleich zu 
ihrer Ausdehnung sind und alle fünf Quincunxe wieder eine 
Quincunxfigur bilden. Hierauf verfahren wir in gleicher Weise 
mit dieser Quincunx zweiter Ordnung und bilden eine Quin- 
eunx dritter Ordnung, indem wir unsere zuerst gewonnene 
Quineunx zweiter Ordnung als mittleres Element wählen. 
Wir denken uns diese Konstruktion in infinitum fortgesetzt, 
derart, daß jedes zuletzt gewonnene System immer das mittlere 
Element der nächsthöheren Quincunz ist. Auf diese Weise ent- 
steht eine molekularhierarchische Welt, in der offenbar der 
mittlere Punkt der zuerst gezeichneten Quincunx für jede 
wo immer beginnende Folge ineinander enthaltener Systeme, 
von einem bestimmten Systeme angefangen, Schwerpunkt bleibt 
und daher nach unseren Darlegungen als Schwerpunkt der 
Gesamtwelt zu bezeichnen ist. 

Nun ist freilich die wirkliche Welt sicher nicht aus der- 
artigen regelmäßigen Quineunxen aufgebaut und es ist offen- 
bar für diese die Wahrscheinlichkeit, daß ein exakter Limes 
der Schwerpunkte existiert, unendlich klein. Es sind aber 
jedenfalls molekularhierarchische Welten denkbar, die approxi- 
mativ durch das soeben beschriebene Schema dargestellt 
werden und in denen die Schwerpunkte für alle Folgen schließ- 
lich in einem begrenzten Gebiete bleiben. Eine solche Welt 
würde aber nach unseren Darlegungen ein Mittelgebiet und, 
wenn man will, einen Mittelpunkt haben. 

Wir können aber auch zeigen, daß molekularhierarchische 
Welten ohne Mittelpunkt in irgendeinem Sinne möglich sind. 
Zu diesem Zwecke benützen wir wieder das Quincunxschema, 
gehen jedoch bei dem Aufbau anders vor. Wir denken uns 
zunächst eine einfache Quincunx aus Punkten gezeichnet 
und zwar so, daß die Diagonalen horizontal und vertikal liegen. 
Dies ‘erméglicht uns, die fünf Elemente auf einfache Weise als 
mittleres, oberes, unteres, rechtes, linkes zu bezeichnen. Wir 
fordern, daß alle höheren Quincunxe die gleiche Orientierung 
haben sollen (natürlich nur zur Vereinfachung der Betrachtung). 
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Wir konstruieren jetzt die Quincunx zweiter Ordnung, 
aber so, daß unsere ursprüngliche Quincunx rechtes (nicht 
mittleres) Element der neuen Quincunx wird. Hierauf bilden 
wir die Quineunx dritter Ordnung so, daß unsere Quincunx 
zweiter Ordnung in ihr linkes Element wird und in dieser Weise 
weiter, immer rechts und links abwechselnd. Die entsprechende 
Schwerpunktsfolge dieser Systeme beschränkt sich nun nicht 
auf das erste Element, sondern es tritt dabei eine Oszillation 
in der Horizontalen ein, so daß die Amplituden dabei immer 
größer und größer werden. Die Schwerpunktsfolge hat offen- 
bar kein Ende und ist auch nicht auf ein endliches Gebiet 
beschränkt, und damit ist bewiesen, daß das entsprechende 
Gesamtsystem keinen Schwerpunkt und auch kein begrenztes 
Gebiet besitzt, in dem die Schwerpunkte schließlich bleiben. Das- 
selbe gilt dann aber auch für eine durch das Schema approximativ 
dargestellte Welt. 

Statt dieses Aufbaues durch Abwechseln von rechts und 
links, wäre auch ein solcher möglich, bei dem jedes System in 
bezug auf das nächsthöhere in unserer Konstruktion in zyklischer 
Folge rechtes, oberes, linkes, unteres Element ist. Dabei ent- 
steht ebenfalls eine endlose Mittelpunktsreihe von der Form 
einer rechteckigen, sich immer mehr erweiternden Spirale. 
Man kann den Aufbau in mannigfaltiger Weise variieren, es 
kann natürlich auch bisweilen ein System in bezug auf die 
nächsthöhere Quincunx mittleres Element sein, es darf dies 
aber nicht von einer gewissen Stelle an ausnahmslos geschehen, 
denn dies ist die notwendige und hinreichende Bedingung für 
das Entstehen eines Schwerpunkts der Gesamtwelt. Vermeidet 
man also bloß dies, so hat man diesen schon ausgeschlossen.!) 

Man sieht also, daß die Mannigfaltigkeit der Quincunx- 
konstruktionen, die zu einer Welt ohne Mittelpunkt führt, 


1) Außerdem ist beim Aufbau des Schemas nur noch zu fordern, 
daß bei der Konstruktion von Quincunxen in der Ebene die ganze 
Ebene schließlich überdeckt wird, was für die entsprechende räumliche 
Oktaöderkonstruktion von selbst schon die Erfüllung des Raumes zur 
Folge hat. Wenn man aber z.B. bei der Quincunxkonstruktion jede 
entstandene Quincunx immer als rechtes Element der nächsthöheren 
nimmt, so wird bloß ein Quadrant in der Ebene bzw. im Raume erfüllt. 
Wenn man bloß zwei benachbarte Gegenden, z. B. rechts und oben, ab- 
wechseln läßt, so wird bloß die Hälfte der Ebene und des Raumes in An- 
spruch genommen. 
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unendlich größer ist als die entgegengesetzte. Es handelt 
sich dabei um die Belegung einer unendlichen Reihe vom 
Typus w mit fünf Elementen. Mengentheoretisch ergibt sich 
ohne weiteres, daß die Menge der Konstruktionen, die zu einem 
Schwerpunkt führt, bloß abzählbar unendlich, die andere aber 
von der Mächtigkeit des Kontinuums ist. Wenn wir „mittel“, 
„links‘‘, „oben‘, „unten“ durch 0, 1, 2, 8, 4, bezeichnen, so 
sieht man, daß bloß jene Konstruktionen zu einem Weltmittel- 
punkt führen, in denen von einer bestimmten Stelle an lauter 
Nullen folgen. Wenn wir ein Recht haben, von der Mannig- 
faltigkeit der erzeugenden Konstruktionen auf die „Wahr- 
scheinlichkeit‘‘ des entstehenden Gebildes zu schließen, so 
würde daraus folgen, daß die „Wahrscheinlichkeit‘‘ einer 
Quincunxwelt ohne Schwerpunkt unendlich größer ist als 
die entgegengesetzte. 

Dasselbe würde dann auch für die relative Wahrscheinlich- 
keit von molekularhierarchischen Welten gelten, für die die 
Schwerpunkte schließlich in einem begrenzten Gebiet bleiben 
und für die dies nicht der Fall ist. Auch wenn man also die 
schließliche Begrenztheit der Schwerpunktsschwankung als ge- 
nügend für das Bestehen eines Weltmittelpunktes erachtet, 
scheint nach unseren Darlegungen die „Wahrscheinlichkeit‘ 
für eine molekularhierarchische Welt ohne Mittelpunkt un- 
endlich größer als für eine Welt mit Mittelpunkt. 

Jedenfalls haben wir erkannt, daß sich auch unsere fünfte 
anfängliche Voraussetzung auf das Vollkommenste erfüllen 
läßt und daß daher der so paradox klingende Satz zu Recht 
besteht: es kann in einer unendlichen Welt mit unendlich 
großer Masse der Raum überall mit Materie von endlicher 
lokaler Dichte erfüllt und diese derartig im Prinzip gleichartig 
verteilt sein, daß kein Punkt und kein begrenztes Weltgebiet 
eine ausgezeichnete Mittelstellung in der ganzen Welt besitzt 
und dennoch die mittlere Weltdichte Null ist. Dies ist die Er- 
füllung aller unserer fünf anfänglichen Voraussetzungen. Diese 
Welt läßt sich, wie wir gesehen haben, so denken, daß die 
Einwände gegen eine unendliche Welt (das Unendlichwerden 
des Lichtes, der Gravitation, der Geschwindigkeiten und der 
„Verödungseinwand‘“) hinfällig werden. 
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Il. Teil. 


A. Wir haben im ersten Teile gesehen, daß der Aufbau der 
Weltmaterie nach Fournierd’Albe und Charlier die Möglich- 
keit bietet, unter Vereinigung scheinbar unversöhnlicher Gegen- 
sätze die älteren Einwände gegen eine räumlich unendliche 
Welt zu entkräften. In diesem Teile werden wir uns mit dem 
Probleme beschäftigen, für dessen Lösung nach Einstein 
eine räumlich geschlossene Welt notwendig ist, das Problem 
der Bestimmung der Trägheit durch die Materie. Wir werden 
sehen, daß gerade für dieses das molekularhierarchische System 
eine Lösung bietet, die zunächst unmöglich zu sein scheint, 
die aber, wie wir meinen, besonders befriedigend ist. 

Es ist kein Zweifel, daß die Trägheit und die sie be- 
herrschenden Gesetze nicht in bezug auf einen „absoluten 
Raum“, sondern irgendwie in bezug auf das materielle Uni- 
versum bestimmt sind. Dies gilt nicht bloß für die Einstein- 
sche, sondern auch für die ihrer physikalischen Bedeutung 
nach unveränderte und bloß erkenntnistheoretisch ein wenig 
gereinigte Newtonsche Theorie. Denken wir uns nämlich: 
unser ganzes materielles Weltall in irgendeinem ungleich- 
förmigen oder krummlinigen oder beliebig gedrehten Bewegungs- 
zustand in bezug auf einen angenommenen „absoluten“ Raum, 
woran uns niemand verhindern kann, dann ist es sicher, daß 
die Inertialsysteme oder der „Körper a‘‘ mitlaufen und sich 
mitdrehen.!) In diesem Sinne ist es klar, daß die Trägheit 
in bezug auf die materielle Welt bestimmt ist, es fragt sich nur, 
in welcher Weise, und darin unterscheidet sich der physikalische 
Inhalt der Newtonschen und der Einsteinschen Theorie. 

Wenn die Welt bloß aus den beiden von Einstein betrach- 
teten, in bezug aufeinander rotierenden Kugeln bestünde, 
dann wäre es nach den Prinzipien der Newtonschen Physik 
möglich, daß in den ausgezeichneten Koordinatensystemen, 
in denen die Gesetze der Newtonschen Mechanik gelten, 
bloß eine der beiden Kugeln rotiert oder daß beide verschiedene 
Rotationsgeschwindigkeit von irgendwelcher Größe haben. 
Aber auch dann wären ja die Inertialsysteme in bezug auf 
die materielle Welt bestimmt, wenn auch nicht in einer aus 


1) Vgl. De Sitter, Monthly Notices of the R. Astron. Soc. November 
1917. S. 9. unten. 
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den physikalischen Prinzipien folgenden Weise. Es wären dies 
z. B. jene Systeme, in denen die erste Kugel keine Rotation 
hätte. Denken wir uns aber das System beider Kugeln, d. i. 
der Annahme nach die ganze materielle Welt, irgendwie in 
einem absoluten Raume rotierend, bzw. führen wir ein ent- 
sprechendes Koordinatensystem ein, so haben eben die Inertial- 
systeme selbst eine absolute Rotation, bzw. eine Rotation in 
bezug auf das angenommene Koordinatensystem. 


Es ist schon oft darauf hingewiesen worden, daß die 
Menschen auch durch bloß terrestrische Forschungen, wenn, 
der Himmel ewig mit Wolken verhüllt wäre, zu der Er- 
kenntnis hätten gelangen können, daß ein in bezug auf die 
Erde sich drehendes System einfacher zur Darstellung der 
mechanischen Erfahrungen ist. Es gibt nun aber keinen zwingen- 
den Grund a priori, warum dies nicht auch so sein sollte, wenn 
tatsächlich außerhalb jener Wolkendecke nichts mehr existierte 
oder bloß eine Materie, die in bezug auf die Erde in Ruhe ist. 
Die Konstante der Rotation der Erde in bezug auf das Inertial- 
system oder der Rotation von diesem Bezug auf jene würde 
dann eben einfach hinzunehmen sein, sowie wir ja auch andere 
Konstanten in der Physik hinnehmen.!) 


Es ist erkenntnistheoretisch als notwendig zu betrachten, 
daß die Trägheit, bzw. die Koordinatensysteme, in denen sich 
die entsprechenden Gesetze am einfachsten darstellen, irgend- 
wie in bezug auf die materielle Welt bestimmt sind, wie diese 
bestimmt sind, darüber kann uns die Erkenntnistheorie nichts 
Zwingendes lehren. Nach den allgemeinen Prinzipien der 
Newtonschen Physik wäre es denkbar, wenn die ganze Welt 
bloß aus einer oder zwei Kugeln oder dgl. bestünde, daß dann 
eine nicht weiter ableitbare Konstante der Rotationsgeschwindig- 
keit des Inertialsystems in bezug auf die Kugeln oder der 
Kugeln in bezug auf dieses eine Rolle spielte. Dies kann man 
nun nicht als a priori ausgeschlossen ansehen. Die Existenz einer 
solchen Konstante der Rotation würde mit dem Kausalgesetze 
nicht im Widerspruche stehen, ja selbst eine sich irgendwie 


1) Vgl. hierzu die Anmerkung bei M. Schlick, Raum und Zeit 
in der gegenwärtigen Physik. 1. Aufl. S. 25f. 1917; und De Sitter, 
Amsterd. Proc. 19. Nr. 3. 1917, On the relativity of rotation in Einsteins 
theory. 8. 6274. 
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gesetzmäßig ändernde Rotationsgeschwindigkeit der isolierten 
Kugel wäre damit (wenn auch nicht mit der unmodifizierten 
Newtonschen Mechanik) vereinbar. Bloß eine sich regellos 
ändernde Rotationsgeschwindigkeit der isolierten Kugel würde 
damit im Widerspruche stehen. Aber diese ist ja gerade durch 
die Newtonsche Mechanik ausgeschlossen. 


Nun ist aber außerdem die wirkliche Welt nicht eine 
oder zwei Kugeln und „die Welt ist nur einmal da‘, und die 
Newtonsche Physik sollte nicht für die fingierte Welt unserer 
Kugeln, sondern für diese konkrete Welt gelten. In dieser 
wirklichen Welt schiene aber das Newtonsche Inertial- 
system bloß auf einem ewig bewölkten Planeten durch eine 
willkiirliche Konstante der Rotation bestimmt, durch den 
Sternenhimmel, der die Erde so sehr an Masse übertrifft, ist 
diese Konstante (wie wir sehen werden, wenigstens mit großer 
Annäherung) festgelegt. 

Man kann nun aber die Forderung stellen, daß die all- 
gemeinen Gesetze der Mechanik so beschaffen sein sollen, daß 
die Trägheit und damit eventuell die bevorzugten Koordinaten- 
systeme derart in einfacher und einleuchtender Beziehung zur 
Materieverteilung stehen, daß danach auch bei jeder fingierten 
Materieverteilung, wie z. B. bei der einen oder bei den zwei 
allein vorhandenen Kugeln, bestimmt wäre, wie sich alles ver- 
hielte, und nicht eventuell noch z.B. eine aus jenen all- 
gemeinen Gesetzen nicht ableitbare Konstante der Rotations- 
geschwindigkeit hinzukäme. In diesem engeren Sinne läßt sich 
das Machsche Postulat verstehen, wenn es mehr bedeuten 
soll als bloß die auch in der Newtonschen Physik selbstverständ- 
liche Bestimmung der Koordinaten in bezug auf materielle 
Objekte. In diesem Sinne aber, in dem sich aus der Forderung 
etwas über die besondere Natur der physikalischen Gesetze 
folgern läßt, ist das Prinzip nicht erkenntnistheoretisch selbst- 
verständlich. Wir haben ja gesehen (wie schon andere vorher), 
daß die Newtonsche Mechanik auch im Falle der Existenz 
bloß einer einzigen oder zweier Kugeln weder mit der erkennt- 
nistheoretisch berechtigten Forderung der Bestimmung des 
Inertialsystems in bezug auf die materiellen Objekte noch auch 
mit dem Kausalgesetz im Widerspruch stehen würde. 

Wenn nun aber auch das Postulat in jenem anderen Sinne 
nicht a priori evident ist und wenn es auch nicht erkenntnis- 

22* 
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theoretisch notwendig ist, so ist nicht zu leugnen, daß das 
darauf beruhende physikalische Weltbild Vorzüge besitzt und 
daß es daher auch berechtigt ist, es als Hypothese aufzustellen 
und daraus Folgerungen zu ziehen, deren Übereinstimmung 
oder Nichtiibereinstimmung mit der Erfahrung, soweit dies 
möglich ist, dann zu prüfen wäre. 


Wir wollen also zunächst eine Hypothese aufstellen, nach 
der die Inertialsysteme im Verhältnis zur Materie ohne Hin- 
zufügung einer aus allgemeinen Prinzipien nicht ableitbaren 
Rotationskonstante festgelegt sind, im übrigen aber an den 
Newtonschen Prinzipien möglichst wenig geändert wird. 
Unter dieser Annahme wäre (im Gegensatz zu Newton) zu 
erwarten, daß in der Welt der isolierten Kugel das baryzentrische 
Inertialsystem jedenfalls keine Drehung in bezug auf die Kugel 
hätte, so daß sie nicht abgeplattet wäre. Bei jeder anderen 
Annahme wäre ja eine aus allgemeinen Prinzipien nicht de- 
duzierbare Konstante der Rotation der Kugel in bezug auf 
das Inertialsystem vorhanden. Analog wäre in der Welt, die 
aus bloß zwei gleichgroßen Kugeln bestünde, die in bezug auf- 
einander eine Rotation besitzen, das baryzentrische Inertial- 
system dann am einfachsten durch die Materieverteilung be- 
stimmt, wenn in ihm beide Kugeln die gleiche Rotations- 
geschwindigkeit nach entgegengesetzten Richtungen hätten. 
Nur in diesem Falle bestünde ja Symmetrie in bezug auf das 
Inertialsystem. Allgemein würde also nach diesem Gedanken- 
gange das baryzentrische Inertialsystem in einer derartigen 
Beziehung zur Materieverteilung der Welt stehen, daß in ihm 
die Summe über alle Drehimpulse verschwindet. Analog könnte 
man meinen, daß sich dann der translatorische Bewegungs- 
zustand der Inertialsysteme in bezug auf die Materie durch 
die Forderung bestimmen ließe, daß in ihm die Summe über 
alle Bewegungsgrößen verschwinde. Damit wäre freilich, falls 
sich dies durchführen ließe, ein Inertialsystem, und zwar seinem 
translatorischen Bewegungszustand nach ein ganz bestimmtes, 
für die Gesamtwelt bestimmt, und dies würde sich aus den 
mechanischen Prinzipien selbst ergeben, während es, was den 
Drehimpuls betrifft, eine neue Voraussetzung ist. Wie wir 
aber sehen werden, ist jene Forderung nach unserer Ansicht 
von der Weltstruktur nicht erfüllbar. Dennoch wird jedoch 
der Versuch, sie zu erfüllen, zur Bestimmung der Inertial- 
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systeme führen. Vorläufig beschäftigen wir uns aber nur mit 
dem Drehimpuls.!) 

Zu unserer Hypothese über den Drehimpuls muß man also 
gelangen, wenn man das System der Newtonschen Prinzipien 
auf die einfachste Weise durch ein Prinzip ergänzen wollte, 
das die Beziehungen des Inertialsystems zur Materie angibt, 
wenn man aber im übrigen an den Newtonschen Prinzipien 
(bzw., was hier nicht in Betracht kommt, denen des speziellen 
Relativitätsprinzips) festhalten wollte. Unsere Hypothese ist 
bloß eine Ergänzung der Newtonschen Prinzipien, durch 
die eine Einschränkung der Möglichkeiten erfolgt. 

In der allgemeinen Relativitätstheorie wird von der 
Newtonschen Auffassung in weitergehendem Maße abgegangen, 
indem die Trägheit mit der Gravitation in Verbindung ge- 
bracht wird. 

Trotz dieser engen Verbindung beider ist aber doch eine 
derartige Auffassung von der Materieverteilung in der Welt 
denkbar, daß es danach wieder möglich ist, beide in der Be- 
trachtung zu sondern. So ist möglich, wenn auch durch die 
Prinzipien der allgemeinen Relativitätstheorie nicht gefordert, 
daß sich das gemeinsame Trägheits- und Gravitationsfeld 
zerlegen läßt, einerseits in ein der ganzen Welt gemeinsames 
„Trägheitsfeld‘“ (das entweder einer gleichmäßigen Dichte- 
verteilung der Materie oder der Dichte Null entspricht) und 


1) Mach hat in seiner Mechanik (6. Aufl. S. 248—249) auf andere 
Weise die Inertialsysteme durch eine auf die Massen der ganzen Welt 
bezogene Integralbeziehung zu bestimmen versucht. Mach fordert, daß 
für den sich selbst überlassenen Körper . =0 sei. Dies führt je- 
doch, wieMach selbst (a.a.O. S.249) anführt, bloß dann zu einer eindeutigen 
Bestimmung, wenn man nicht über die ganze Welt nach allen Richtungen 
integriert, sondern sich dabei auf das Innere irgendeines Kegels mit der 
Spitze im betrachteten Körper beschränkt. Daß das Resultat, wenn es 
für einen Kegel gilt, auch für jeden anderen zutrifft, ist dann eine 
weitere notwendige Voraussetzung. Unsere folgenden Ausführungen werden 
einen einfacheren Weg zeigen, die Inertialsysteme mit immer wachsender 
Annäherung durch Bezugnahme auf die umgebenden Massen zu be- 
stimmen. Jedenfalls stimmen wir aber darin vollkommen mit Mach 
überein, daß das grundlegende Prinzip der Mechanik auf die ganze Welt 
Bezug nimmt und daß bei seiner konkreten Bestimmung Integrationen 
notwendig sind. Der von uns eingeschlagene Weg steht daher jedenfalls 
im Einklange mit den Gedankengängen Mach». 


5 
cA 
kurt 


318 F. Selety. 


andererseits in das Gravitationsfeld, das durch die Ungleich- 
mäßigkeit der Materieverteilung bedingt ist und das sich über 
das Trägheitsfeld lagert. Diese Zerlegung des im Prinzip als 
vereinigt Gedachten liegt allen kosmologischen Überlegungen 
bei Einstein und De Sitter zugrunde, und es ist ja kein 
Zweifel, daß die tatsächlichen empirischen Verhältnisse dies 
nahelegen.) Dem Trägheitsfeld für sich allein entspricht 
(unter gewissen hinzukommenden Voraussetzungen) bei gleich- 
mäßiger endlicher Dichte ein Raum von überall konstantem 
positiven Krümmungsmaß, bei der Dichte Null ein euklidischer 
Raum. Wenn man dann die Ungleichmäßigkeit der Materie- 
verteilung und damit die Gravitation im engeren Sinne wieder 
einführt, jedoch die damit zusammenhängende Wirkung bloß 
als Modifikation von geringerer Größenordnung betrachtet, 
dann werden damit auch kleinere Ungleichmäßigkeiten in den 
geometrischen Maßverhältnissen eingeführt, die aber sich bloß 
in analoger Weise über den Raum mit konstantem endlichen 
Krümmungsmaß oder den euklidischen Raum superponieren 
wie die Berge und Täler über die terrestrische Niveaufläche.?) 
Eine solche Auffassung liegt den kosmologischen Überlegungen 
zugrunde. Dabei wird also die Trägheit von der Gravitation 
doch wieder in der Betrachtung gesondert, der einen entspricht 
die durchschnittliche ,,Niveaufliche“, der anderen entsprechen 
die verhältnismäßig kleinen Ungleichmäßigkeiten. Dann wird 
aber, was die Trägheit allein betrifft, die Theorie der Newton- 
schen (bzw. speziell -relativitätstheoretischen) so weit ähn- 
lich (im Systeme mit der Dichte Null sogar gleich), daß 
man auch auf dem Boden der allgemeinen Relativitäts- 
theorie trotz der allgemeinen Kovarianz der Naturgesetze 


1) Vgl. De Sitter, On the curvature of space, Amsterd. Proc. 20, 
1918. S. 230: „In the theory of general relativity, there is no essential 
difference between inertia and gravitation. It will however be convenient, 
to continue to make this difference.“ 

2) Vgl. Einstein, Kosmol. Betrachtungen z. allgem. Relativitäts- 
theorie, Berl. Ber. 1917. S.148: „Wir gehen dann ähnlich vor wie etwa die 
Geodäten, welche die im kleinen äußerst komplizierte Erdoberfläche durch 
ein Ellipsoid approximieren. Ferner Mie, „Die Einsteinsche Gravi- 
tationstheorie und das Problem der Materie‘, Physik. Zeitschr. 18. S. 600. 
1917: „Die ganze Welt stellt sich uns dar wie ein ebenes vierdimensionales 
Gebilde, das auf weiten Strecken eben verläuft, dann aber wieder strecken- 
weise von einer Unzahl feiner Runzeln und Fältchen erfüllt ist.“ 
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nach der Bestimmung der Inertialsysteme für die ganze 
Welt fragen kann.!) Das Galilei-Newtonsche Trägheits- 
gesetz läßt sich ja auch leicht in einer Form aussprechen, die 
vom Koordinatensysteme unabhängig ist. „Die Weltlinie des 
selbstüberlassenen Punktes ist eine geodätische Linie.“ Dies 
stimmt vollkommen mit dem Einsteinschen Gesetze überein, 
nur wird in diesem die Gravitation mit der Trägheit verbunden 
und nicht als Störung des im übrigen sich selbst überlassenen 
Punktes angesehen, und dann wird in dem alten Trägheits- 
gesetz vorausgesetzt, daß die Raum-Zeitmannigfaltigkeit ,,pseud- 
euklidisch‘“ ist.2) Wie aber jene das Koordinatensystem noch 
nicht als bekannt voraussetzende Formulierung dennoch das 
Suchen nach dem Inertialsystem nicht ausschließt, so ist dieses 
in der allgemeinen Relativitätstheorie ebenso gefordert. Dann 
ist aber auch die Annahme möglich, daß ein Inertialsystem 
durch Verschwinden beider Impulse für die ganze Welt be- 
stimmt sei.?) 

Einstein hat dem Verfasser, als er ihm im Jahre 1917 
jene Annahme brieflich darlegte, erwidert, daß die Bestimmung 
durch Integralprinzipien zu der allgemeinen Relativitätstheorie 
als Nahewirkungstheorie nicht passe. In jeder kosmologischen 
Vervollständigung der allgemeinen Relativitätstheorie hängt 
nun aber das zur ganzen Welt gehörige, sozusagen „wahre“ 
Trägheitsfeld (das von einem scheinbaren, für einen in einem 
Gravitationsfeld mitfallenden Beobachter zu unterscheiden 
wire)*) von der Beschaffenheit der ganzen Welt ab, und es 
ist kein Zweifel, wenn die Trägheit durch die Materie bestimmt 
ist und wenn es überhaupt einen Sinn hat, die Trägheit für 
sich allein zu betrachten, daß sie, bzw. das der Weltmetrik 
im großen angepaßte Koordinatensystem, dann zur Materie- 


1) Vgl. hierzu Mie a.a. O., bes. S. 599-602 und Helge Holst, 
„Wirft die Relativitätstheorie den Ursachsbegriff über Bord?“ Zeitschr. 
f. Physik 1. S. 32. 1920. 

2) Über die Darstellbarkeit aller älteren Gesetze in vom Koordinaten- 
system unabhängiger Form vgl. E.Kretschmann, Uber den physi- 
kalischen Sinn der Relativitätspostulate, Ann. d. Ph. 58. 1917, z. B. die 
dem obigen analoge Darstellung des Lichtausbreitungsgesetzes S. 579. 

3) Wegen der im großen vorhandenen Regelmäßigkeit der räum- 
lichen Metrik steht auch der Bestimmung des Drehimpulses (bei der räum- 
liche Abstände fest sein müssen) kein prinzipielles Hindernis im Wege. 

4) Vgl. Mie und Holst a. a. O. 
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verteilung des Universums in irgendeiner Beziehung steht. 
Dann miissen aber doch irgendwelche Integralprinzipien von 
Bedeutung sein.) So ist im Einsteinschen kosmologischen 
System ein Koordinatensystem ausgezeichnet, in dem die 
Weltmaterie im Durchschnitt ruht, in dem also das Integral 
der BewegungsgréBen Null ist. Dieses Koordinatensystem wird 
der Betrachtung gewöhnlich zugrunde gelegt. 


B. Wir wollen nun sehen, wie sich unser Versuch der Be- 
stimmung des Inertialsystems zur Erfahrung und sodann zu 
der angenommenen molekularhierarchischen Materieverteilung 
verhält. Wie es in einer Welt wäre, in der es bloß eine einzige 
oder zwei Kugeln gäbe (und in der das Newtonsche System 
etwas unbefriedigende Möglichkeiten offen läßt, die durch 
Hinzufügen unserer Forderung im Prinzip ausgeschlossen 
werden), das können wir erfahrungsgemäß nicht entscheiden. 
Die Aufstellung unserer Hypothese für diese fingierte Welt 
hatte daher nur heuristische Bedeutung. Was nun aber ihr 
Verhältnis zu unserer Welt betrifft, so liegt dem üblichen 
astronomischen Koordinatensystem ein ähnlicher Gedanke zu- 
grunde. Empirisch wird dieses Koordinatensystem bekanntlich 
in der Weise bestimmt, daß man in erster Annäherung auf 
Ekliptik und Frühlingspunkt Bezug nimmt und hierauf vor 
allem die Präzession des letzteren auf der Ekliptik einer be: 
stimmten Epoche (die sogenannte Lunisolarpräzession) und die 
säkulare Änderung der Ekliptik berücksichtigt. Dieses Koor- 
dinatensystem ist der Idee nach durch die Newtonsche 
Theorie der Mechanik des Sonnensystems bestimmt, in der 
Praxis ist aber zwar die säkulare Änderung der Ekliptik, aber 
nicht die Feststellung des Wertes der Lunisolarpräzession auf 
Grund der Theorie mit hinreichender Genauigkeit möglich. 
Man legt daher Beobachtungen von Fixsternen (am besten sehr 
entfernter) zugrunde. und bezieht also die Lunisolarpräzession 
auf die durchschnittliche Lage der Fixsterne, kurz gesagt, auf 
den Fixsternhimmel.?) 


1) Dies ist, wie wir gesehen haben, auch Machs Ansicht. 

2) Zum obigen vgl. E. Anding, Über Koordinaten und Zeit. 
Encyclopädie der mathematischen Wissenschaften 6. 2, H. 1. 8.3. 
Vgl. S.7: „man bestimmt die Präzessionskonstante geradezu mit dem 
Grundsatz, daß die übrigbleibenden Eigenbewegungen möglichst klein 
sein sollen“, 
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Man nahm an, daß das so bestimmte Koordinatensystem, 
-in dem die Fixsterne im Durchschnitt ruhen, ein Inertial- 
system sei. Diese Annahme erwies sich auch mit großer An- 
näherung als richtig. Nach Anding (a. a. O.) und Seeliger!) 
lassen sich allerdings die Abweichungen der von Newcomb 
zusammengestellten empirischen und theoretisch abgeleiteten 
Elemente der inneren Planeten (mit Ausnahme der Perihel- 
bewegung des Merkur) erklären, wenn man annimmt, daß das 
durch Fixsternbeobachtungen bestimmte astronomische Koor- 
‚dinatensystem eine Rotation gegen ein Inertialsystem besitzt. 
Es ergab sich für diese Rotation etwa 7’ pro Jahrhundert 
(+ mehr als 2”) um eine zur Ekliptik senkrechte Achse und 
verschwindende Werte für die anderen Achsen. Seeliger 
hat bald darauf in Verbindung mit seinem Versuch der Er- 
klirung der Abweichung der Perihelbewegung des Merkur 
durch die Materie des Zodiakallichtes jene Größe auf 5’ 8 
verkleinert.) Nach der Berechnung Bauschingers mit Be- 
nützung der Einsteinschen Formel für die Perihelbewegung 
ergibt sich jedoch auf Grund derselben Methode (unter Mit- 
berücksiehtigung der von Anding ausgeschlossenen Merkur- 
perihelbewegung) bloß eine Rotation von 2” (+ 1’’5!), ohne 
daß dadurch eine wesentliche Verbesserung der Restfehler er- 
zielt wird. Eine nachweisbare Abweichung des empirischen 
Koordinatensystems und des Inertialsystems liegt danach also 
nicht mehr vor.?) 

Wenn wir nun wieder die molekularhierarchische Materie- 
verteilung heranziehen, so erscheint es sehr wahrscheinlich, 
daß die materiellen Systeme von beliebiger Ordnung eine 
Rotation im Inertialsystem besitzen.) Danach ist also für jedes 


1) Seeliger, Uber die sogenannte absolute Bewegung. Münchn. 
Ber. Ph.-m. Kl. 1906. S.85. Vgl. 8. 124ff. 

2) Seeliger, Das Zodiakallicht und die empirischen Glieder in 
der Bewegung der inneren Planeten, Münchn. Ber. 1906. 8. 595. Vgl. S. 619. 

3) J. Bauschinger, Bestimmung und Zusammenhang der astro- 
nomischen Konstanten. Enzykl. d. math. Wiss. VI, 2, 17; vgl. 8. 889f. 1919, 

4) Die Spiralnebel, mit denen man das Milchstraßensystem öfters 
vergleicht oder identifiziert, besitzen nach spektroskopischen Beobach- 
tungen von Slipher und Pease und nach Ausmessungen von Photo- 
graphien von van Maanen tatsächlich eine Rotation, wie man ja nach 
ihrem Aussehen von Anfang an erwarten mußte. (Vgl. Guthnik, Physik 
der Fixsterne, in „Kultur der Gegenwart“ III. III,3. Astronomie 1921. 8.481). 
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endliche materielle System das baryzentrische Koordinaten- 
system, für das die (irgendwie bestimmte) durchschnittliche 
Rotation oder im besonderen die Summe der Drehimpulse, 
bezogen auf den Schwerpunkt, verschwindet, strenggenommen 
kein Inertialsystem, wenn auch die Rotation für die Gesamt- 
heit der zur Präzessionsbestimmung herangezogenen Fixsterne 
höchstens einige wenige Bogensekunden im Jahrhundert be- 
trägt!) und nach Bauschingers Ergebnis überhaupt nicht 
nachweisbar ist.?) 


Wir haben nun im ersten Teile gesehen, daß durch ver- 
schiedene Gründe die Annahme nahegelegt wird, daß in der 
molekularhierarchischen Welt die Längen, Zeiten, Massen der 
einzelnen Systeme mit wachsender Ordnungszahl in gleichem 
Maße wachsen, so daß also die relativen Geschwindigkeiten 
der nächst niederen Systeme, bezogen auf den Schwerpunkt, 
von der gleichen Größenordnung bleiben (vgl. S. 304). Wenn 
wir nun annehmen, daß die durch Gravitationskräfte (wenn 
auch nicht unendlich lange) zusammengehaltenen Systeme an- 
genähert wie starre Körper rotieren, dann folgt ohne weiteres, 
daß im stabilen Zustand die Geschwindigkeit des mitrotieren- 
den Koordinatensystems an der Peripherie höchstens von der 
Größenordnung der Grenzgeschwindigkeit sein kann, mit der 
von dort Körper den Anziehungsbereich verlassen. Diese 
Geschwindigkeit ist aber nach unseren Annahmen für die ein- 
zelnen materiellen Systeme beliebiger Ordnung die gleiche.) 
Die Winkelgeschwindigkeit der größtmöglichen Rotation ist 
daher = C/r. 


1) Vgl. Seeliger, Münchener Ber. 8. 137. 1906. 

2) Was die translatorische Bewegung anbelangt, so ist die An- 
näherung so groß, daß man mit den bisherigen Hilfsmitteln nicht einmal 
für die Sonne, geschweige für den Schwerpunkt des Fixsternsystems eine 
Abweichung vom geradlinig gleichförmigen Bewegungszustand feststellen 
kann. 

3) Bei Äquipartition der kinetischen Energie auf die einzelnen 
materiellen Systeme müßte sie sogar stark abnehmen, da, wie wir gesehen 
haben, dem starken Abnehmen der Quadrate der Relativgeschwindigkeiten 
mit der Ordnungszahl der Systeme im stabilen Zustand proportionales 
Abnehmen von M/r entsprechen müßte (vgl. S. 306). Dies würde aller- 
dings Endlichbleiben der Potentialdifferenzen und damit die Möglichkeit 
der Verödung zur Folge haben. 
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Wenn die materiellen Systeme nicht wie starre Körper 
rotieren (und es sprechen Gründe gegen die Annahme, daß 
dies beim Fixsternsystem der Fall sei) ist das Problem der 
Bestimmung des (wie wir kurz sagen wollen) drehimpulsfreien 
Koordinatensystems komplizierter. Wenn aber die Geschwindig- 
keiten der nächst niederen Systeme (bezogen auf den Schwer- 
punkt) immer die gleiche Größenordnung besitzen, dann muß 
bei ähnlichem Bau der Systeme die größte im stabilen Zustande 
mögliche Winkelgeschwindigkeit der Rotation der drehimpuls- 
freien baryzentrischen Koordinatensysteme dem Radius des 
betreffenden materiellen Systems umgekehrt proportional sein, 
da die Geschwindigkeit des rotierenden Koordinatensystems 
im Abstande der Peripherie unter jenen Voraussetzungen in 
einem konstanten Verhältnis zur (als gleich vorausgesetzten) 
Geschwindigkeit der nächst niederen Systeme stehen muß).!) 

Da nach unseren Annahmen in den Systemen! die Längen, 
Massen und Zeiten in dem gleichen Verhältnisse stehen, so 


1) Bei der Rotation nach Art eines starren Körpers und auch sonst 
unter geeigneten Annahmen über die Dichteverteilung stimmen beide 
Geschwindigkeiten auch in der Größenordnung überein. Da dies aber 
nicht ausnahmslos der Fall sein muß (z. B. ist die Geschwindigkeit des 
‚„drehimpulsfreien“‘ baryzentrischen Koordinatensystems beim Sonnen- 
system in Neptunsweite viel größer als die durchschnittlichen Geschwindig- 
keiten im Sonnensystem), so haben wir jene allgemeinere Formulierung 
gewählt, bei der wir uns bloß auf die bei ähnlichem Bau jedenfalls vor- 
handene Konstanz des Verhältnisses beider Geschwindigkeiten stützten, 
ohne über seine Größe etwas auszumachen. 

Es ist von Interesse, beide Geschwindigkeiten für das Fixstern- 
system zu vergleichen. Wenn wir für die Rotation den niedrigen Ansatz 
von 1” pro Jahrhundert und für die Ausdehnung des dichteren zentralen 
Gebiets den ebenfalls wahrscheinlich zu niedrigen Ansatz von 10000 Licht- 
jahren machen, so erhalten wir für die Geschwindigkeit der Rotation an 
der Peripherie . 

27 3-10%.10* Zahl der sec im Jahr m 

360-60.60.10* Zahl der sec im Jahr 2-16 
Dies ergibt für die Peripheriegeschwindigkeit der Rotation einen größeren 
Wert als für die durchschnittlichen stellaren Geschwindigkeiten. Immer- 
hin ist die Größenordnung dieselbe. Ein größerer Wert wird verständ- 
lich, wenn wir das Milchstraßensystem als unvollständig stabil ansehen 
und in ihm ebenso eine zentrifugale Bewegung annehmen, wie sie (nach 
van Maanen) in den Spiralnebeln besteht und auch aus deren Aussehen 
zu erschließen ist. 


10? = 145 km/sec. 


324 F. Selety. 


folgt schon aus einer Dimensionsbetrachtung, daß die Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation der einzelnen materiellen Systeme, 
bzw. der drehimpulsfreien baryzentrischen Koordinatensysteme, 
dem Radius der materiellen Systeme umgekehrt proportional 
sein muß. 

Daraus folgt, daß wenn wir in den einzelnen materiellen 
Systemen das „drehimpulsfreie‘“‘ baryzentrische oder das im 
Durchschnitt mitrotierende baryzentrische Koordinatensystem 
bestimmen, was die Rotation betrifft, eine um so größere An- 
näherung an ein Inertialsystem stattfindet, ein je höheres System 
wir der Betrachtung im Grunde liegen. Da ferner die Dichte 
der Materie, je größere Räume wir betrachten, um so geringer 
wird, so wird die durch die gegenseitige Anziehung der Systeme 
bewirkte Abweichung von der geradlinig gleichförmigen Bewe- 
gung des Schwerpunktes bei höheren Systemen immer geringer. 
Wir können daher aussprechen, daß der Bewegungszustand 
eines durch Verschwinden beider Impulse bestimmten baryzen- 
trischen Koordinatensystemes sich mit wachsender Größe des 
betrachteten materiellen Systems immer mehr einem Inertial- 
system nähert. Der Limes, der sich offenbar bei Betrachtung 
immer umfassenderer materieller Systeme ergibt, stimmt danach 
also exakt mit dem Inertialsystem überein. 

Wir haben hier zunächst das Inertialsystem als gegeben 
vorausgesetzt und gezeigt, daß in der molekularhierarchischen 
Welt der Limes der Folgen von Koordinatensystemen, in 
denen jeweils für ein endliches System die beiden Impulse 
verschwinden, mit dem Inertialsystem exakt übereinstimmen 
muß. Daraus ergibt sich natürlich, daß sich umgekehrt das 
Inertialsystem durch jene Folge materiell bestimmter Koordi- 
natensysteme definieren läßt. 

Damit wäre also die Frage im Prinzip beantwortet, in 
welcher Beziehung das Inertialsystem zur Verteilung der 
Materie steht, und ein Weg gezeigt, es mit beliebig wachsender 
Annäherung in bezug auf die Materie zu bestimmen. Wie wir 
gesehen haben, stehen diese Betrachtungen mit dem allgemeinen 
Relativitätsprinzip nicht im Widerspruch. Wenn nun in dem im 
großen euklidischen Raume die Inertialsysteme bestimmt sind, 
so ist damit die vierdimensionale Metrik im großen (unbe- 
schadet der nach dem allgemeinen Relativitätsprinzip vorhan- 
denen lokalen Abweichungen) festgelegt, analog der angenäherten 
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Bestimmung der Erdoberfläche durch das Geoid. Ebenso ist 
durch Angabe der Inertialsysteme die Trägheit im wesent- 
lichen (was die Bahnen der Bewegungen anbelangt) bestimmt, 
wenn auch, was die Größe der trägen Massen anlangt!), ein 
Körper auch bei noch so großer Entfernung von anderen den 
größten Teil seiner trägen Masse behält. Wenn man unter 
dem „Machschen Postulat‘ die entgegengesetzte Forderung 
versteht, dann ist dasselbe allerdings nicht erfüllt. Nach 
unserem Ergebnis sind aber die Inertialsysteme in einfacher 
Weise zur Verteilung der Materie in Beziehung gebracht und 
damit ist Machs Forderung (nach unserer doppelten Aus- 
legung) nicht bloß in dem weiteren, erkenntnistheoretisch not- 
wendigen, sondern auch im engeren, hypothetischen Sinne er- 
füllt und die Trägheit ist im Hinblick auf die Bahnen in ein- 
facher Weise durch die Materieverteilung bestimmt. 

So kamen wir also zu dem scheinbar paradoxen Resultat, 
daß trotz der mittleren Weltdichte Null die Trägheit durch die 
Materieverteilung bestimmt sein könne. Wenn es keine Materie 
gäbe, dann könnte natürlich die Trägheit nicht durch die 


. Materie bestimmt sein. Die Lösung der Paradoxie ist aber, 


daß das Verschwinden der mittleren Weltdichte durchaus 
nicht Verschwinden der Weltmaterie bedeutet. Die Art der 
Verteilung der Materie ist von der Art, daß bei der Rechnung 
(im System C), die bloß die „Trägheit“ in Betracht zieht und 
die eine gleichmäßige Dichteverteilung voraussetzt, ohne einen 
Fehler im Ergebnis die gleichmäßige Dichte Null, also die 
Nichtexistenz der Materie vorausgesetzt werden kann. Aber 
dennoch kann die so vernachlässigte Materie die Trägheit und 
schließlich alle Maßverhältnisse bestimmen. 

Die molekularhierarchische Materieverteilung ermöglicht also 
nicht bloß die Beseitigung aller älteren Einwände gegen eine un- 
endliche Welt, sondern auch den aus der Forderung stammenden, 
daß die Trägheit nach allgemeinen physikalischen Prinzipien 
durch die Materie bestimmt sei. 


C. Die molekularhierarchische Materieverteilung hat aber 
u. E. noch einen anderen großen Vorzug. Trotz aller Darstellung 
der Gesetze in allgemein kovarianter Form bleibt es doch 


1) Dieselbe ist bei der Bewegung infolge Trägheit und Gravitation 
gleichgültig und kommt bloß in Beziehung zu anderen Kräften zur Geltung. 
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gerade wegen der Bestimmung der Trägheit durch eine be- 
stimmte kosmische Materieverteilung notwendig, daß dabei 
bestimmte Koordinatensysteme für die Darstellung des Kosmos 
einen Vorzug erhalten. In Einsteins kosmologischem System, 
in dem die Materie im großen ganzen mit konstanter end- 
licher Dichte den im großen ganzen elliptischen Raum er- 
füllt, soll die Weltmaterie die Trägheit bestimmen. Die- 
selbe zeichnet aber nicht bloß eine Schar von Inertialsystemen 
aus (was sie ja jedenfalls in irgendeinem Sinne muß, wenn 
die Bestimmung der Trägheit für den ganzen Kosmos geschehen 
soll), sondern sie zeichnet auch in bezug auf die gleichförmige 
Bewegung ein Koordinatensystem aus, jenes, in dem die Welt- 
materie ruht. Wegen der Ungleichmäßigkeit der tatsäch- 
lichen Materieverteilung kommt diese Auszeichnung in lokalen 
Gebieten nicht zur Geltung, im großen und ganzen aber, oder 
in der schematischen Welt, in der überall die gleiche Dichte 
herrscht, ist in bezug auf den Bewegungszustand ein Koordi- 
natensystem ausgezeichnet. In der Einsteinschen ,,Zylinder- 
welt‘ (Klein) gibt es also eine absolut ausgezeichnete Zeitachse.*) 

Wer nun ein Gegner des speziellen Relativitätsprinzips 
und der Relativierung der Zeit ist, der mag davon befriedigt 
sein. Wer aber darin einen der größten Fortschritte unserer 
Erkenntnis sieht, der wird von einem Weltbild nicht voll be- 
friedigt sein, in dem für einen lokalen Beobachter allerdings 
Transformationen durchführbar sind, ohne daß er empirisch 
eines der so sich ergebenden Systeme vor einem anderen 
bevorzugen kann (wie dies ja auch schon in der alten, Lorentz- 
schen Theorie der Fall war), in dem aber doch die Weltmaterie 
ein Koordinatensystem auszeichnet, in dem sie ruht. 

Wenn also die Welt von einer Materie mit durchschnitt- 
lich endlicher Dichte erfüllt ist, die in bezug auf ein Koordinaten- 
system im Durchschnitt ruht, dann ist jener größte Fortschritt 
der Erkenntnis, die völlige Relativierung der Zeitkoordinate, 
in Frage gestellt. Dann kann der Philosoph, der eine absolute 
Zeit annimmt, sagen, daß bloß die eine Zeit, die im Koordinaten- 


1) De Sitter, Amsterd. Proc. 19. p. 1223. 1917; Monthly Notices, 
S.10. November 1917. F. Klein, ‚Über die Integralform der Er- 
haltungssätze und die Theorie der räumlich geschlossenen Welt“. Göttinger 
Nachr. 1918. S. 409: „Also eine bemerkenswerte Annäherung an die Vor- 
stellungsweise der klassischen Mechanik.‘ 
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systeme der ruhenden Weltmaterie gemessen wird und die der 
Achse des „Zylinders‘‘ entspricht, die ,,wahre“ Zeit sei, wenn 
es uns auch empirisch nicht möglich ist, diese zu bestimmen.}) 


Damit also auch in der Kosmologie keine Zeit ausgezeichnet 
sei, damit das spezielle Relativitätsprinzip seine volle Geltung 
behalte, ist es notwendig, eine Materieverteilung anzunehmen, 
durch die eine Auszeichnung eines bestimmten Bewegungs- 
zustandes nicht stattfindet. Andererseits soll aber die Materie- 
yerteilung die Trägheit, also nach dem obigen die Inertial- 
systeme, bestimmen. Die Erfüllung beider Bedingungen er- 
scheint zunächst wohl geradezu unmöglich. Wenn nun aber 
eine Materieverteilung dieses ermöglichte, dann wäre sie damit 
ganz besonders kosmologisch bevorzugt. Vom Standpunkte 
der Newtonschen Mechanik oder des speziellen Relativitäts- 
prinzips wäre sie geradezu als ideal zu betrachten, denn sie 
würde genau so viel bestimmen als notwendig ist und um 
nichts mehr. Vom Standpunkte des allgemeinen Relativitäts- 
prinzips würde sie aber auch nicht zu viel bestimmen, denn 
im Einsteinschen kosmologischen System wird ja der Be- 
wegungszustand sogar noch mehr bestimmt. 


Auf Grund der molekularhierarchischen Materieverteilung 
ist auch das vorliegende Problem lösbar. Wenn wir in jedem 
materiellen System endlicher Ordnung das Koordinatensystem 
in den Schwerpunkt legen und die Achsen derart rotieren lassen, 
daß die Summe der Drehimpulse verschwindet, dann ist dieses 
Koordinatensystem natürlich ein solches, in dem der trans- 
latorische und der Drehimpuls des betrachteten materiellen 
Systems verschwindet. Wenn dieses Koordinatensystem für 
eine Folge von molekularhierarchisehen materiellen Systemen 
mit wachsender Ordnung gewählt wird, dann nähert sich das 
betreffende System nach unseren früheren Ausführungen immer 
mehr einem Inertialsystem und fällt mit ihm im Limes zu- 
sammen. Wenn nun aber die Schwerpunkte aller Systeme 


1) Es ist freilich erkenntnistheoretisch nicht ausgeschlossen, daß 
durch die Materieverteilung ein Koordinatensystem seinem Bewegungs- 
zustand nach ausgezeichnet sei, wie es ja auch (wie wir im ersten Teil 
betont haben) nicht erkenntnistheoretisch ausgeschlossen ist, daß ein be- 
stimmter Ort als Mittelpunkt der Welt ausgezeichnet sei. In beiden Fällen 
handelt es sich um logisch und erkenntnistheoretisch unbeweisbare, aber 
von uns selbst für richtig angesehene Annahmen, 
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beliebig hoher Ordnung in bezug auf irgendein Inertialsystem 
Geschwindigkeiten von jeder Richtung haben und deren Größe 
nicht gegen Null konvergiert, dann wird durch jene Folge im 
Limes bloß die Gesamtheit der Inertialsysteme bestimmt; was 
aber die gleichförmige geradlinige Bewegung betrifft, so findet in 
der unendlichen Folge dauernde Schwankung statt und es ergibt 
sich hierfür kein Limes. 

Wenn also die molekularhierarchische Welt keinen Limes 
der gleichförmigen Geschwindigkeiten der Schwerpunkte in 
bezug auf irgendein System hat, dann wird in ihr zwar die 
Schar der Inertialsysteme durch die Materieverteilung bestimmt, 
aber in bezug auf die gleichförmige Bewegung kein System vor 
dem anderen ausgezeichnet. Es gibt dann kein Koordinaten- 
system, für das die Bewegungsgrößen, über die ganze Welt 
summiert, Null ergeben. Jeder Versuch, ein solches zu be- 
stimmen, führt zu keinem Limes für das Unendliche. Dies ist 
natürlich notwendig, wenn wirklich kein Koordinatensystem 
in bezug auf die geradlinige translatorische Bewegung aus- 
gezeichnet sein soll. Soll dies aber noch in einem strengeren 
Sinne erfüllt sein, dann ist nicht bloß zu fordern, daß sich bei 
jener Folge von Koordinatensystemen in bezug auf die gleich- 
förmige Bewegung kein Limes ergibt, sondern auch, daß die 
Schwankungen der Geschwindigkeiten dieser Koordinaten- 
systeme in bezug auf ein beliebiges Inertialsystem keine niederere 
Grenze besitzen als |c|, weil sonst, wenn auch nicht eine be- 
stimmte Geschwindigkeit, so doch ein begrenztes Geschwindig- 
keitsgebiet ausgezeichnet wäre.!) 


Wir haben gesehen, daß der Rotationsgeschwindigkeit der 


1) Sei es nun, daß das entsprechende Gebiet in der Geschwindigkeits- 
mannigfaltigkeit kugelférmig wäre oder nicht, jedenfalls ließe sich ein 
Mittelpunkt in ihm als ausgezeichnet ansehen. Ein diesem entsprechendes 
Koordinatensystem hätte dann die bevorzugte Bedeutung, daß für dieses 
und dieses allein die Summe der Quadrate der Schwankungen ein Minimum 
wäre. Wenn man sich das Gebiet der Geschwindigkeitsschwankungen 
klein vorstellt, so sieht man übrigens besonders deutlich, wie dabei 
wenigstens angenähert ein bestimmtes Koordinatensystem seinem Be- 
wegungszustand nach ausgezeichnet ist. Ist aber die Grenze der Schwan- 
kung |c|, bzw. in der klassischen Theorie ||, dann ist kein Koordinaten- 
system in dieser Hinsicht ausgezeichnet, denn die gleiche Grenze ergibt 
sich dann auch für jedes mit irgendeiner anderen Geschwindigkeit bewegte 
System. 
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endlichen Systeme Grenzen gesteckt sind, wenn diese Systeme 
zusammenhalten sollen.) Was aber die translatorische Ge- 
schwindigkeit in bezug auf jedes Koordinatensystem betrifft, 
so werden wir zeigen, daß es für diese nach unseren Annahmen 
keine andere Grenze gibt als die Lichtgeschwindigkeit. Wir 
nahmen an, daß die Geschwindigkeit jedes materiellen Systems 
in bezug auf den Schwerpunkt des nächsthöheren die gleiche 
Größe habe. Daraus folgt aber nicht, daß ineinander ent- 
haltene Systeme verschieden hoher Ordnung eine kleine Ge- 
schwindigkeit in bezug aufeinander haben. Wir werden viel- 
mehr aus unserer Hypothese das Gegenteil ableiten. 


Wir nehmen an, daß die Geschwindigkeit jedes Systems 
in bezug auf den Schwerpunkt des nächsthöheren Systems 
gleich v sei. Die mittleren Geschwindigkeitsquadrate fügen 
sich nun einfach additiv zusammen. Daraus ergibt sich für 
die Quadratwurzel des mittleren Geschwindigkeitsquadrats, 
bezogen auf den Schwerpunkt des Systems nter Ordnung: 
„= vYn. Dies würde bei wachsendem n unbegrenzt wachsende 
Geschwindigkeiten ergeben. Nach der speziellen Relativitäts- 
theorie ist also die Formel bloß für kleine n anwendbar. 
Wir bestimmen nun eine Geschwindigkeit »,, bezogen auf den 
Schwerpunkt des Systems nter Ordnung, derart, daß, wenn 
alle Sterne dieselbe hätten. die innere kinetische Gesamtenergie 
des Systems nter Ordnung dieselbe wäre.?) Dies führt mit 
Benützung der Formel der speziellen Relativitätstheorie für die 
kinetische Energie, mit Berücksichtigung der Massenänderung 
durch die innere kinetische Energie der niedrigeren Systeme 
und der Additivität der durch die Systeme verschiedener Ord- 
nung im Mittel beigetragenen kinetischen Energien zu der 
Gleichung: 


B, ist (1 - 5)". Dies führt zur Gleichung: 
ß,, Br. 


1) Vielleicht entstehen gerade durch eine zu große Rotations- 
‘geschwindigkeit die Formen der Spiralnebel. 
2) Dieses v, ist sicherlich eine für unseren Zweck brauchbare 
Mittelgröße. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 68. 23 


> 
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Die Auflösung ergibt: 


v=c 1-(1-5) 
Da v klein gegen ce ist, so ist für kleine n die Formel mit der 


früher abgeleiteten identisch. Für große n nähert sich v,, der 
Grenze c. 


Wir kommen also zu dem Resultat, daß die Sterne, und 
ebenso natürlich alle Systeme, in bezug auf den Schwerpunkt 
der übergeordneten Systeme von sehr viel höherer Ordnung 
im allgemeinen der Lichtgeschwindigkeit nahekommende Ge- 
schwindigkeiten (natürlich der verschiedensten Richtungen) 
haben, und daraus folgt nach dem Additionstheorem der Ge- 
schwindigkeiten, daß die Sterne im allgemeinen solche Ge- 
schwindigkeiten in bezug auf jedes beliebig bewegte Koordinaten- 
system und daher auch relativ zueinander haben. Systeme 
gleicher Ordnung haben also, wenn sie sehr entfernt von- 
einander sind, wenn sie also erst ein System sehr viel höherer 
Ordnung gemeinsam haben, in bezug aufeinander im allgemeinen 
der Lichtgeschwindigkeit nahekommende Geschwindigkeiten. 
Dennoch besteht nach unseren früheren Darlegungen keine 
Gefahr, daß die Sterne oder andere Systeme dem viel um- 
fassenderen Systeme entfliehen, wenn jedes System vom nächst- 
höheren festgehalten wird.) Wenn wir also immer größere 
und größere Gebiete betrachten, so nähert sich der Mittelwert 
der absoluten Beträge der Geschwindigkeiten der Sterne in 
jedem Koordinatensystem der Lichtgeschwindigkeit, während 
der Richtung nach keine bevorzugt ist. Wir können daher 
sagen, daß der durch den Limes definierte Mittelwert der ab- 
soluten Beträge der Sterngeschwindigkeiten für die unendliche 
Welt in jedem Koordinatensystem gleich |c| ist, obwohl anderer- 
seits in jedem Koordinatensystem alle Geschwindigkeiten 
kleiner als |c| sind. Dies zeigt wieder (ebenso wie der analoge 
Fall mit der Dichte, die überall endlich und im Mittel Null 


1) Dies alles steht im Einklange mit unserem früheren Ergebnis, 
daß bei Proportionalität der Radien und Massen (die für das Gleichbleiben 
der Relativgeschwindigkeiten der Systeme in bezug auf das nächst höhere 
im stabilen Zustand erforderlich ist) die Potentialdifferenz gegenüber dem 
Unendlichen nicht endlich bleibt. Wie wir im ersten Teile ausgeführt 
haben, ist jedoch ihr Endlichbleiben nicht physikalisch notwendig. 
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ist), daß durch Grenzübergang gewonnene Mittelwerte für 
eine unendliche Welt zu scheinbaren Paradoxien führen können. 

Da die Systeme im allgemeinen in bezug auf ein System 
von viel höherer Ordnung der Lichtgeschwindigkeit nahe- 
kommende Geschwindigkeiten, jedoch von unbestimmter Rich- 
tung, haben, so folgt, daß, von vorübergehenden Ausnahmen 
abgesehen, bei Übergang zu höheren Systemen die Geschwin- 
digkeit der Schwerpunkte in bezug auf irgendein bestimmtes 
Koordinatensystem sich immer mehr der Lichtgeschwindigkeit 
nähern, in der Richtung aber sich beständig ändern wird. 

Damit ist also gezeigt, daß unsere strenge Forderung über 
die Schwankung der Geschwindigkeiten bei Übergang zu 
höheren Systemen auf das vollkommenste erfüllt ist. Es ergibt 
sich dabei nicht bloß kein bestimmtes Koordinatensystem, 
sondern, wenn wir ein beliebiges Koordinatensystem annehmen, 
so ist die Grenze der Schwankung der Geschwindigkeiten der 
baryzentrischen Koordinatensysteme beim Übergang zu immer 
höheren materiellen Systemen nicht kleiner als c. Dies ist, 
wie wir gesehen haben, die Bedingung dafür, daß keines der 
Inertialsysteme vor dem anderen durch die Materieverteilung 
im mindesten bevorzugt wird. Diese Bedingung ist offenbar 
bloß bei einem unendlichen materiellen Universum, d.h. bei 
unendlicher Zahl der materiellen Elemente (Sterne, Atome) 
erfüllbar, denn nur in diesem Fall können alle Sterne in bezug 
auf jedes der Inertialsysteme einerseits eine kleinere Geschwindig- 
keit als eine bestimmte Grenzgeschwindigkeit haben und anderer- 
seits der Mittelwert der Geschwindigkeiten für die ganze Welt 
gleich diesem Grenzwert sein. 

Da die Sterne in bezug auf die Schwerpunkte übergeordneter 
Systeme von hoher Ordnung der Lichtgeschwindigkeit nahe- 
kommende Geschwindigkeiten haben, so haben sie in bezug 
darauf auch kolossale Massen.!) Die mittlere Geschwindigkeit 
eines Sternes ist in bezug auf den Schwerpunkt des Systems 
nter Ordnung »v,, seine Masse ist daher mß,=m #,". 
Wenn jedes System aus N Systemen der nächstniederen Ord- 
nung besteht, so ist also die Gesamtmasse des Systems n ter 


1) Falls man im Sinne des allgemeinen Relativitatsprinzips eine 
Abhängigkeit der Größe der trägen Massen von den umgebenden Massen 
annimmt, dann müßten jene allerdings nicht in demselben Maße wachsen, 
wie nach dem folgenden Ergebnis. 
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Ordnung: mf," N". Trotz dieser großen Masse ist aber die 
Dichte doch sehr klein, da, wie wir ja schon oben gesehen 
haben, die linearen Dimensionen der Systeme im gleichen 
Verhältnisse wachsen, ihre Dichten also umgekehrt dem Qua- 
drate derselben proportional sind. Damit bleiben aber alle 
früheren Überlegungen gültig. 

Was die Gravitation betrifft, so ist freilich, wenn wir als 
Koordinatenursprung immer denselben Stern, etwa unsere 
Sonne, wählen (was wir ja müssen, wenn wir die Gravitations- 
betrachtung für die ganze Welt durchführen), die Masse des 
Systems n ter Ordnung noch um ß,, = ß," größer, da in bezug 
auf jenen Stern der Schwerpunkt des Systems n ter Ordnung 
die Geschwindigkeit v, hat. Dennoch genügt nach dem 
Charlierschen Resultat die Proportionalität des Radius zu 
m ß," N” weitaus, da nach diesem zur Erfüllung des,, Seeliger- 
schen Kriteriums die Massen noch dem Quadrat des Radius 
proportional sein dürfen. 


Wir haben also erkannt, daß eine Materieverteilung mög- 
lich ist, bei der nicht bloß die gewöhnlich gegen die Annahme 
einer räumlich unendlichen Welt erhobenen Einwände hinfällig 
werden, sondern auch das Problem gelöst wird, durch die 
kosmische Materieverteilung eine Gesamtheit in bezug auf- 
einander gleichförmig bewegter Koordinatensysteme zu be- 
stimmen, ohne in dieser einem bestimmten Koordinaten- 
systeme eine ausgezeichnete Stellung anzuweisen. Wie wir 
gesehen haben, ist das Problem der Inertialsysteme auch für 
die allgemeine Relativitätstheorie vorhanden. Die Möglichkeit, 
dieses Problem zu lösen, ohne das spezielle Relativitätsprinzip 
auch nur im geringsten einzuschränken, scheint uns ein großer 
Vorzug der angenommenen Materieverteilung. 


Wien. 
(Eingegangen 26. Januar 1922.) 
(Mit Änderungen und Zusätzen bis 15. Mai 1922.) 


Nachschrift nach Abschluß der Korrektur, 27. Juni 1922. Vor kurzem 
erschien eine neue Arbeit Charliers über die unendliche Welt.') Es 


1) C.V.L. Charlier, „How an infinite World may be built up“, 
Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik. 16. Nr. 22. 1922. 
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wird darin, ebenso wie in der früheren, die „molekularhierarchische‘‘ 
Materieverteilung angenommen. Als notwendig wird wieder das Endlich- 
bleiben der Helligkeiten und der Anziehungskräfte verlangt. Was die 
Bedingung für das erste betrifft, so ergibt sich nunmehr (in Überein- 
stimmung mit dem Verfasser) das gleiche Resultat wie für das zweite. 
Die Forderung des „Geschwindigkeitskriteriums“ wird diesmal still- 
schweigend übergangen. Bei der Bestimmung der Geschwindigkeiten, 
welche Körper durch Hineinstürzen aus dem Unendlichen in ein System 
erlangen, wird wieder von den Systemen höherer Ordnung abgesehen. 
Es wird übrigens erwähnt (a. a. O. S. 9), daß dabei unter „Unendlich- 
keit die Entfernung bis zum nächsten System gleicher Ordnung ver- 
standen werden mag. 

Wenn auch, wie Verfasser dieser Abhandlung ausgeführt hat, die 
Erfüllung des ,,Geschwindigkeitskriteriums“, bzw. das Endlichbleiben der 
Potentialdifferenz gegen das Unendliche, nicht notwendig ist, so hat er 
doch verschiedene Gründe dafür angeführt, daß eine stärkere Konver- 
genz der Dichte als nach der neuesten Arbeit Charliers herrsche, näm- 
lich Proportionalität zu 1/r?, wie dies auch Charlier früher angenommen 
hatte. Wenn die Welt, wie Charlier jetzt lehrt, gebaut ist, dann 
müßte bereits ein Körper, der in unser MilchstraBensystem aus dem) 
nächsthöheren eindringt, eine sehr hohe Relativitätsgeschwindigkeit haben.' 
Allerdings läßt sich annehmen, daß sich ein solcher Fall so selten er- 
eignete, daß er unserer Beobachtung entgeht. 

Charliers Abhandlung bringt zahlreiche interessante astronomische 
Beobachtungsdaten, die sich durch die Annahme erklären lassen, daß die 
Spiralnebel ein System zweiter Ordnung bilden, das in den berechneten 
Größenverhältnissen zu unserem Milchstraßensystem steht. Für Char- 
liers spezielle Annahme sprechen vor allem die großen Radialgeschwin- 
digkeiten der Spiralnebel. Aber es ist ja nicht notwendig daraus zu 
schließen, daß bei molekularhierarchischem Weltaufbau die Relativ- 
geschwindigkeiten in bezug auf das nächsthöhere System stets größer 
werden. Es könnte sich hier bloß um eine Ausnahme im Verhältnis der 
Systeme erster zu denen zweiter Ordnung handeln. 

Die Ergebnisse des Verfassers über die Bestimmung der Inertial- 
systeme ohne Auszeichnung eines bestimmten unter ihnen bleiben auch 
in Geltung, wenn die Welt nach Charliers Annahmen gebaut ist. Die 
Geschwindigkeiten der Systeme in bezug auf das nächsthöhere wachsen 
nach seinen Ergebnissen nie die Quadratwurzeln der Radien.?) Die 
Winkelgeschwindigkeiten der Rotation der Systeme müssen daher wie 


1) Nach der Hypothese des Verfassers würde ein Körper, der in 
das Milchstraßensystem aus dem System zweiter Ordnung eindringt, im 
Mittel bloß ein doppelt so großes Geschwindigkeitsquadrat besitzen als 
die Körper innerhalb des Milchstraßensystems. 


2) Sie sind V z proportional. M,; ist aber proportional FR. 
i 


e 
8 
e 
e 
g 
e 
\- 
ir 
ir 
p 
T 
m 
A 


334 F. Selety. Beiträge zum kosmologischem Problem. 


r="* abnehmen (nach dem Verfasser wie r~+), so daß sich ein Limes 


in bezug auf die Rotation ergibt. Was die translatorische Bewegung 


"betrifft, so besteht natürlich auch in Charliers Welt kein Limes. Nach 


seinen Annahmen müssen ja die Relativgeschwindigkeiten noch viel 
rascher über alle Grenzen wachsen, bzw. sich der Grenze ce nähern. 

Ferner brachte vor kurzem E.Borel eine interessante Konstruktion.!) 
Er betrachtet die Mannigfaltigkeit der Punkte, die bei kartesischen 
Koordinaten durch jene ganze Zahlen bezeichnet werden, die bloß aus 
den Ziffern 1 und 0 bestehen. Diese Mannigfaltigkeit zeigt eine Art von 
molekularhierarchischem Aufbau. Sie besitzt natürlich im Ursprung 
einen Schwerpunkt.?) 


1) E. Borel, „Definition arithmétique d'une distribution des masses 
s'étendant 4 l'infini et quasipériodique avec une densité moyenne nulle“. 
Compt. rend. 174. S. 97. 1922. 

2) Verfasser hat im ersten Teil bewiesen, daß molekularhierarchische 
Mannigfaltigkeiten ohne Schwerpunkt möglich sind und hat unter spe- 
ziellen Annahmen gezeigt, daß dabei die Menge der Mannigfaltigkeiten 
ohne Schwerpunkt die Mächtigkeit des Kontinuums, die mit Schwer- 
punkt Abzählbarkeit besitzt. 


re 
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2. Bewegung und Ladung der Elektrizitätsträger 
im Zylinderkondensator; 
von Walther Deutsch. 


Die Ermittlung der Ladung, die kleine, in einem Gase 
suspendierte Träger in einem homogenen elektrischen Feld 
annehmen, wenn das sie umgebende Gas durch fremde Ioni- 
sationsquellen beeinflußt ist, wurde vor einiger Zeit von Hauer!) 
behandelt. Hauer konnte zeigen, daß die in seinen Ver- 
suchen erzielte Wanderungsgeschwindigkeit auf Grund einer 
Ladung der Träger erfolgte, die weder durch Influenzwirkung 
in dem durch Raumladung etwas modifizierten elektrischen 
Felde, noch durch den direkten Anprall der Ionen, sondern nur 
durch die infolge des Gasdruckes (Wärmebewegung) auf den 
Träger angeschleuderten Ionen erklärt werden konnte. 

Geschieht die Erzeugung der Ionen durch selbständige 
Entladung, z. B. durch die StoBionisation in einem auf ge- 
nügend hohe Potentialdifferenz gebrachten Zylinderkondensator 
mit geringem inneren Radius, so liegen bekanntlich?) in den 
Fällen der bei Versuchen üblichen Abmessungen die Wande- 
rungsgeschwindigkeiten in der Größenordnung von einigen 
Zentimetern pro Sekunde. 

Zweck der folgenden Untersuchung ist es nun, die hohen 
Ladungen, die diese Wanderungsgeschwindigkeit bedingen, auf 
Grund der bereits von Hauer gemachten Annahmen auch für 
den Fall der StoBionisation zu erklären und die Zahl der 
Elementarladungen für Träger verschiedener Größe herzuleiten. 

Wir betrachten zunächst die Vorgänge, die sich in der 
nächsten Nähe der Innenwandung des äußeren Zylinders ab- 
spielen. Die Feldstärke sei dort F. Versteht man unter J 


1) F. v. Hauer, Ann. d. Phys. 61. S. 303. 1920. 

2) Vgl. die Arbeiten von W. W.Strong, Ann. d. Phys. 48. S.25i. 1915; 
Trans. Am. Inst. Electr. Eng. Vol. 32. p. 1805—1314. June 1918 und Journ. 
Franklin Inst. Vol. 174. p. 239—263. Sept. 1912, sowie: Nesbit, Proc. of 
the Am. Inst. of Electr. Eng. Vol. 34. p. 507—522. April 1915. 
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die auf die Längeneinheit des Zylinderkondensators entfallende 
Stromstärke und unter K die Beweglichkeit der zur Zylinder- 
wandung strömenden Iouen — der ganze Innenraum des 
Zylinderkondensators bis auf eine sehr geringe am Innenleiter 
liegende Schicht ist ja bekanntlich erfüllt von Ionen eines 
Vorzeichens — so gilt annähernd!) 

(1) 
Schwebt ein Träger, der mit z Einheitsladungen e geladen ist, 
und den wir im folgenden der Einfachheit halber als kugel- 
förmig annehmen wollen, in dem Felde 7, so kann seine Ge- 
schwindigkeit c ermittelt werden, indem man je nach der 
Größe dieses Teilchens, die auf ihn einwirkende Kraft F-x.e 
der aus dem Stokesschen Gesetz, bzw. aus dem für kleine 
Träger korrigierten Stokesschen Gesetz ermittelten Reibungs- 
kraft, bzw. der aus der kinetischen Gastheorie berechneten 
Reaktionskraft gleichsetzt.) Da es uns im folgenden nur um 
Träger zu tun ist mit Radien über 10-° cm, so ist das 
Stokessche Gesetz für uns verwendbar. 

Es handelt sich nun darum, die Zahl z der Ladungen, 
die ein Träger vom Radius r in dem Felde der StoBionisation 
aufoimmt, zu ermitteln. Dazu ist zunächst die Kenntnis der 
Ionenkonzentration n notwendig, in der dieser am Rande des 
Zylinders schwebende Körper sich befindet. Nun ist die Ver- 
teilung der Raumladung zwar bekannt*), es muß jedoch be- 
rücksichtigt werden, daß die durch die StoBionisation auf- 
tretenden Gasströmungen infolge des Gesetzes der Kontinuität 
nicht überall der Richtung des elektrischen Feldes folgen, so 
daß im Innern des Zylinderkondensators Gaswirbel entstehen, 
die eine exakte Berechnung der Raumladung undurchführbar 


1) Genauer: 


2J 
F= x tx’ (+) 


wo X, die Feldstärke am Innenzylinder (Draht) r, R die Radien am 
Innenzylinder und am Außenzylinder bedeuten. S. z.B. Thomson, 
El. Durchgang in Gasen, herausgegeben v. Marx, Leipzig 1906. S. 430 
uni Marx, Handbuch der Radiologie, Leipzig 1920. I. 8. 348. 

2) Über die entsprechenden Formeln und Geltungsbereiche s. Le- 
nard, Ann. d. Phys. 61. S. 699. 1920. 

8) Vgl. Anm. 1, 8. 386. 
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erscheinen lassen. Wenn wir aber — was im folgenden an- 
genommen wird — einen Zylinderkondensator von im Ver- 
gleich zu seinem Durchmesser sehr großer Länge voraussetzen, 
so werden wir, wenn die Gesamtheit der Innenoberfläche des 
äußeren Zylinders ins Auge gefaßt wird, im Mittel dort doch 
eine Ionendichte erhalten, die der errechneten entspricht. Die 
spezifische Ladungsdichte q = ne ist dann: 


= REP’ 


wo R den Innenradius des äußeren Zylinders bedeutet. Mit- 
hin ist: 

J 
2) 
Wenn man nun darangeht, die Zahl der sekundlichen Zu- 
sammenstöße zu berechnen, die der Träger teilweise durch die 
eigene, teilweise durch die Wärmebewegung der ihn umgeben- 
den Molekel erfährt, so muß man wieder unterscheiden zwischen 
sehr kleinen Trägern, bei denen die Brownsche Bewegung 
noch in Betracht kommt und solchen, die nur dem Gasdruck 
der umgebenden Atmosphäre ausgesetzt sind. Für die ersteren 
gilt bekanntlich: 


(3) z= dnastuy/™, 


wo die sekundliche Stoßzahl, 

die Radiensumme von Molekel und Teilchen, 
die mittlere Molekulargeschwindigkeit, 

die Masse der Molekel, 

» x des Suspensionskérpers 


bedeutet. 
Für die größeren Radien gilt: 
(4) z=4r’nr, 


wo v die aus der kinetischen Gastheorie und aus der Lo- 
schmidtschen Zahl N = 2,64.101% (Millikan, Fletcher, 
Regener 1911) zu errechnende Stoßzahl pro Sekunde und 
pro gem bedeutet: 

Nu 

6) 


6 
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Für den Trägerradius 5-10—' cm ergibt die Fl. (3) nur noch 
den 20. Teil von Fl. (4), weshalb wir die letztere für das Fol- 
gende ausschließlich zugrunde legen. 

Da von den im ccm enthaltenen N Molekeln nur der 
Bruchteil n/N Ladungen besitzen, so geht aus den Formeln 
(2), (4) und (5) hervor, daß die Zahl y der in der Sekunde auf 
das Teilchen stoßenden Ionen 
(6) Frtu 


6Re 
beträgt. 
Im Mittel stößt jedes einzelne Gasion mit der aus der 
kinetischen Gastheorie bekannten StoBenergie 


mu? 
L = —- 


gegen den geladenen Träger, und es wird sowohl auf die La- 
dung als auch auf die Stoßenergie Z, als auch auf die Größe 
des Teilchens ankommen, ob das Gasion im Verlaufe der Be- 
wegung den Träger berührt und dort seine Ladung abgibt 
oder nicht.!) 

Nun kann die mittlere Stoßenergie Z — wie ich im fol- 
genden zeigen werde — nicht im entferntesten als Maßstab 
für die Aufladung des Trägers dienen: es wird nämlich, je 
länger man die Beobachtung ausdehnt, oder besser, je länger 
der Träger in der Ionenatmosphäre befindlich ist, die Möglich- 
keit wachsen, daß er auch in die Stoßsphäre von Molekeln ge- 
langt, die eine größere (v) als die mittlere Geschwindigkeit (u) 
besitzen. Das Verhältnis v/w kann in erster Annäherung auf 
folgende Weise bestimmt werden: Ist der Suspensionskörper 
r Sekunden dem Einfluß eines ionisierten Gases ausgesetzt, so 
empfängt er somit yr Stöße. Der größte Bruchteil dieser 
yr Stöße wird einem gewissen Bereich der mittleren Energie Z 
angehören. Ein sehr viel kleinerer Bruchteil wird einem Be- 
reich von Energien zukommen, die größer als Z sind, und die 
Gesamtheit aller Energien, die größer ist als eine gewisse 
Energie Z’ bleibt nur noch für einen einzigen Stoß reserviert; 
diesem kommt also der Bruchteil 1/yr zu. 

L’ bildet die Grenze der möglichen StoBenergien bei yr 
Stößen. Ihr entspricht die aus der Maxwellschen Geschwin- 


1) J. Perrin, Die Atome, Dresden uud Leipzig 1920. S. 157. 
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digkeitsverteilung hervorgehende molekulare Geschwindigkeit 
+v. Die gesamte Zahl der Zusammenstöße yr ist: 


Es wird also gemäß dem eae der Bruchteil 1/yr, 
der der gesuchten Geschwindigkeitsgrenze entspricht, in fol- 
gender Weise erhalten: 


yt 
Setzt man das Geschwindigkeitsverhältnis: 
(8) 
so ist: 
(9) Ig — Ig f gre vdg. 


Die rechte Seite von (9) gibt für Geschwindigkeitsverhältnisse 
zwischen 2 und 6, also für Energieverhältnisse zwischen 4 und 
36 annähernd folgende Werte: 


Tabelle 1. 
= — — 
ig | 4,41 922 | 16 2 | (86 


Es ist mithin ohne weiteres möglich das Verhältnis L’/Z zu 
berechnen. Eine Annäherung, mit der wir uns im folgenden 
fir Werte von J’ zwischen 16 und 36 begnügen werden, ist — 
wie man aus den Zahlen der Tabelle sieht — gegeben durch 
die Formel: 


By 4yru 
L Vn 
oder 
Lig- 
Yn 
oder mit Rücksicht auf (6): 
(10) ER Lig 21 Fu? r* 


3Vne R 


| 
| | 


Hier hat die GréBe 
R 

eine anschauliche Bedeutung; da man nämlich die Feldstärke 
im Innern des Zylinderkondensators angenähert als konstant 
ansetzen darf!), so bedeutet w die mittlere Geschwindigkeit, 
die die Träger während ihrer Wanderung im Felde von 1 (cgs) 
annehmen. Diese Größe ist zwar durch diese Gleichung (11) 
nicht sehr genau bestimmt; sie spielt jedoch in Gleichung (10) 
nur eine untergeordnete Rolle, und nur ihre Größenordnung 
hat auf das Verhältnis von Z’/Z einen wesentlichen Einfluß. 
Man erhält demnach aus (10): 
12 L = Ilg 
(12) 3VYne w 

Nunmehr ist es uns möglich, darüber zu entscheiden wie- 
viele Elementarladungen ein Träger vom Radius r in der Zeitr 
aufzunehmen vermag. Wenn sich das Gasion mit der Ladung e 
und der Träger mit der Ladung ze bis auf eine Entfernung o 
(Abstand zwischen Oberfläche des Trägers und dem Schwer- 
punkt des Gasions) genähert haben, so ist die Coulombsche 
AbstoBung: 

x e: 
oF 

Ist der Träger groß im Vergleich zur Gasmolekel, so kann 
man bei geringer Entfernung o das Gesetz der elektrischen 
Bilder in der Weise zur Anwendung bringen, daß man die 
Oberfläche des Trägers als ebene Spiegelfläche betrachtet. 
Die Anziehung des Gasions durch die Influenzladung im Träger 
hat dann annähernd die Größe: 

e 
und wenn sie die Coulombsche AbstoBung überwinden soll, 
so muß sein: 
ze 

(18) wre 


1) Nämlich = Viz solange £>1, wo g den Radius eines be- 
liebigen Punktes im Kondensator bedeutet; vgl. Anm. 1, S. 336. 
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In diesem kritischen Abstand o muß es sich entscheiden, 
ob die Energie Z’ ausreicht, um die potentielle Energie der 
Coulombschen AbstoBung zu überwinden oder nicht. Im 
Grenzfall muß also sein: 


(14) 


(15) 
Aus (13) folgt dann: 


und hieraus: 


Setzt man den Wert aus (15) in (12) ein, so erhält man 
schließlich : 
Lr 1 wer 
1 ea 8Vne w 
Die gesuchte Wanderungsgeschwindigkeit c am Rande des 
zylindrischen Feldes erhält man nun leicht aus der Stokes- 
schen Formel zu: ry 
LF 1 ur 
(18) 8 Yre w 
wo n die Reibungskonstante des gasförmigen Mediums ist. 
Hier ist wieder = =w die Wanderungsgeschwindigkeit be- 
zogen auf die Feldstärke 1 (cgs), und es ergibt sich schließlich: 
(19) L 
6nnea BYyne w 
Fügt man den Gleichungen (16) und (19) noch die aus 
dem Stokesschen Gesetz folgende Formel: 
(20) ze=6snnrw 
hinzu, so entsteht für jedes gegebene r ein System von 
3 Gleichungen mit den drei Unbekannten w, & und z. 
Die Lösung dieser Gleichungen für Träger bis zu 3-10”"cm 
ergibt für Luft (Z= 6.1074 (cgs); 1 = 17.10-5 (cge); 
e = (og); u = 5-10* cm/sec): 


ze 

= 
oder nach Einführung eines Koeffizienten «: 

r+o 20 wi 

06) 
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rem | 10-3 | 10-4 10-* | 10-* |3,15-10-7| 107-7 ea. 6.10-° 


z |690 |51 |ca4 
wem/sek.| 1,05| 0,95| 0,86) 1,02 | 145 | 155 | 450 


Die Zahl 1,45 ist nur ein Näherungswert, weil er 
schon an der Grenze der Gültigkeit der für 2’/Z abgeleiteten 
Formel (10) liegt; immerhin ergibt sich für diesen Wert: 


L 
z = 12,2, 


während der Beginn des Gültigkeitsbereiches des nach Glei- 
chung (10) angesetzten quadratischen Gesetzes gemäß Tab. 1 
zwischen die Werte 9,22 und 16 fällt. Hingegen ist die 
Zahl 155 der obigen Tabelle nicht mehr richtig, da für den 
Radius 10-7 cm schon Gleichung (3) benutzt werden muß. Wir 
sind trotzdem in der Lage, einen letzten Punkt für die Ab- 
häugigkeit zwischen Wanderungsgeschwindigkeit und Teilchen- 
größe zu finden; da wir nach den Untersuchungen Lenards') 
wissen, daß die in nebelkernfreier Luft gemessene Ionen- 
geschwindigkeit von 1—2 cm/sec/Volt/cm einem drei- bis 
fünffachen Luftmolekülradius entspricht, also etwa dem Radius 
6-10-* cm. Es ist also in diesem Falle w = X (für Luft ca. 
450 cm/sec/cgs.). 

Aus der obigen Tabelle entnimmt man zunächst das über- 
raschende Resultat, daß von r= 10-3 cm bis zu einem 
10,000 mal größeren Radius, also bis tief hinein ins ultramikro- 
skopische Gebiet, die Wanderungsgeschwindigkeit nur zwischen 
den Werten 0,85 und 1,4 variiert. (Vgl. die folgende Fig. 1, 
worin r = 10-») 

Es istim Hinblick auf die Versuche, auf die bereits in Anm. 2, 
S. 335 hingewiesen wurde, noch interessant zu untersuchen, 
welche Erscheinungen eintreten, wenn das Gas den Zylinder- 
kondensator gleichförmig durchströmt (v cm/sec). Es ist leicht 
einzusehen, daß dann im Prinzip an den vorhin erhaltenen 
Resultaten nichts geändert wird. Hat jedoch die Zylinder- 
wandung, wie in den oben erwähnten Versuchen, die Eigen- 
schaft, die ankommenden Träger dauernd festzuhalten, so wird 


1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 61. S. 665. 1920. 
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mit wachsendem Abstand (x = vi) von der Einströmungsstelle 
die „Trägerkonzentration“ (m) des Gases abnehmen. 


ar 
450 


T 
' 
T 
14 L 
1 
N 


| 300 

06 

02 - 

Fig. 1. r = 10%) 


Ist die ursprüngliche Trägerkonzentration n, und nehmen 
wir an, daß sich durch Wirbelung, elektrischen Wind usw. diese 
an allen Stellen x auf den betreffenden Querschnitt gleich- 
mäßig verteilt, so gilt für den Innenrand des äußeren Zylinders: 


—dn=ncdt dz, 
0 


wenn dort ce die Wanderungsgeschwindigkeit im Felde 7 und 
dt die Zeitänderung bedeutet, während der die an der Stelle x 
herrschende Trägerkonzentration sich um den Betrag —dn 
ändert. Ist ferner N= R?an die pro Längeneinheit auf den 
ganzen Querschnitt entfallende Trägermenge, so ist deren Ab- 
nahme längs dz: 


dN = R’nda=— 2Ran—dzx 
oder 


2c 
dr = — n,dz, 
woraus folgt: 
2e 
(21) n=ne 
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oder 

(22) 


wo L die Länge des Kondensators und n, die an der Aus- 
strömungsseite noch vorhandene Trägerkonzentration bedeutet. 


Zusammenfassung. 


1. Auch bei Ionisation durch Stoß (im Zylinderkonden- 
sator) werden suspendierte Träger durch den „Gasdruck“ der 
sie umgebenden Ionen so stark aufgeladen, daß sie im Felde 
1 (cgs) Geschwindigkeiten in der Größenordnung einiger cm/sec 
erlangen. 

2. In Luft ist diese Wanderungsgeschwindigkeit im Ge- 
biete zwischen r = 10-? und r = 10-° cm etwa 1 cm/sec/(cgs). 

3. Die im durchströmten Zylinderkondensator!) beobachtete 
starke Änderung der Trägerkonzentration ist hierdurch (Glei- 
chung 22) erklärt. 


Frankfurt a. Main, im April 1922. 


1) Vgl. Anm. 2, $. 385. 


(Eingegangen 12. April 1922.) 
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3. Uber einwellige Systeme mit gekoppelten 
Schwingungskreisen ; 
von F. Harms und H, Niebauer. 


H. Vogel und M. Wien!) haben kürzlich gezeigt, daß 
man die unter dem Namen „Ziehen“ bekannte Erscheinung, 
die bei Schwingungen von Senderröhren mit gekoppelten Kreisen 
leicht auftritt, in einfacher Weise dadurch vermeiden kann, 
daß man die Gitterkoppelung nicht vom Primärkreise, sondern 
vom Sekundärkreise des gekoppelten Senders erfolgen läßt. 
Theoretische Untersuchungen von W. Rogowski?) und von 
dem einen von uns*) haben sich mit diesem Fall beschäftigt, 
letztere unter der Annahme, daß ein stationärer Schwingungs- 
zustand möglich sei, und unter Beschränkung auf den statio- 
nären Zustand. 

Hier soll zunächst eine andere Schaltung untersucht 
werden, nämlich diejenige, welche aus der gewöhnlichen Schal- 
tung einer Senderröhre mit einfachem Schwingungskreis hervor- 
geht, wenn man in ihren Gitterkreis 
noch einen Kondensator einfügt (Fig. 1’. 
Es wird lediglich der Anschwingvor- 
gang betrachtet, und zwar wird unter- 
sucht, ob in dem in Fig. 1 skizzierten 
System eine periodische Schwingung 
mit wachsender Amplitude möglich ist, 
d.h. ob die Differentialgleichungen des 
Problems eine Lösung von der Form e@+‘~)* haben können, 
in welcher A positiv ist. Es zeigt sich, daß es eine solche 
Lösung gibt, aber nur eine. Eine zweite, mit abweichender 
Wellenlänge, erhält man aber dadurch, daß man den Wickelungs- 
sinn der Gitterkoppelungsspule vertauscht. Der Fall ist also 


1) H. Vogel u. M. Wien, Ann. d, Phys. 62. S. 247. 1920. 
2) W. Rogowski, Arch. d. Elektrotechnik 10. S. 1—30. 1921. 
8) F. Harms, Ann. d. Phys. 66. S. 41. 1921. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 68. 24 e 
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ganz analog dem von Vogel und Wien experimentell unter- 
suchten, welcher hier im Abschnitt II wegen des Zusammen- 
hangs mit dem ersten Fall ebenfalls behandelt werden soll.') 
In beiden Fällen ließ sich eine Diskussion nur durchführen, 
wenn die Dämpfungsglieder so klein angenommen werden 
durften, daß ihre zweiten und höheren Potenzen gegen die 
Quadrate der Schwingungszahlen vernachlässigt werden konnten. 
Das hat zur Folge, daß für die Schwingungszahlen sich die- 
jenigen ergeben, welche die ungedämpft schwingenden Systeme 
als Koppelungsschwingungszahlen haben würden. Für den 
stationären Zustand lassen sich nach einer kürzlich?) an- 
gegebenen Methode die Schwingungszahlen ohne diese Vernach- 
lässigung berechnen, sie werden sich aber nur bei größeren 
Dämpfungen merklich von den Koppelungsschwingungszahlen 
des ungedämpften Systems unterscheiden. 


I. Einfacher Sender mit abstimmbarem Gitterkreis. 

Der Ansatz unterscheidet sich von dem für den einfachen 
Röhrensender in der gewöhnlichen Form nur dadurch, daß 
der Strom im Gitterkreise i, nicht vernachlässigt wird. Wohl 
wird der Elektronenstrom zwischen Gitter und Glihfaden als 
klein betrachtet, nicht aber der in der Gitterspule flieBende 
durch den Kondensator C, geschlossene Strom, und es darf 
deshalb auch seine Rückwirkung auf den im Schwingungs- 
kreise (Z, R, C,) fließenden Strom nicht unberücksichtigt bleiben. 
Wir erhalten so folgende Ausgangsgleichungen: 

(1) i, i, + 
(2) L, + + Ly =e, 
(3) we, 
1 


(5) 


(6) 


(7) i, = Se = 


1) Ausführlich sind beide Fälle mit einer Reihe von Zahlen- 
beispielen und graphischen Darstellungen behandelt bei H. Niebauer, 
Diss. Würzburg 1921. 

2) F.Harms, Ann. d. Phys. 66. S. 41. 1921. 
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Aus diesen 7 Gleichungen erhält man zunächst 2 Differential- 
gleichungen für i, und iz: 
| (sz, — 8h, i, = i; 
| + (6%, +82, + + (1+ 
(9) + Rot)’ + = iy = — Ly, ix”. 
Setzt man in diesen Gleichungen 
(10) i, = Nettiot; = Melitiont, 


so erhält man für A und » folgende Gleichungen aus (8) 
und (9): 


(8) 


(1) + (GR, +82, + A+ia)+C, L, io) | 


+ io? + + 


Die Gleichung zerfällt zunächst durch Abtrennung der 
reellen von den imaginären Bestandteilen in 2 Gleichungen, 
die jede noch A und ® enthalten. Ihre Diskussion wird nur 
dadurch möglich, daß wir — allerdings ganz unbedenkliche — 
Vernachlässigungen einführen. Die Dämpfungskonstante A wird 
von der Größenordnung von A,/Z, und R,/Z, und klein sein 
gegen »; wir werden deshalb neben mw? die mit 


R, Ro R, R, 


und höheren Potenzen dieser Ausdrücke multiplizierten Glieder 
weglassen.!) Ferner führen wir ein: 


(12) = Lo’ LG’ x LL 


Dann lauten die aus (11) unter den angegebenen Vernach- 
lässigungen entstehenden beiden Gleichungen: 


(13) D w*(1 — x?) — w?(w,? + 0,2) + w,20,? = 0 


1) Vgl. Diss. S. 3 und 8. 11. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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(I) - +0? — 0) + (m: — 
(14) = + + C, R, (@,?— w) 
+ (€, + — @°) + — 


In die Gleichung (II) führen wir noch den Wert von x? 
auf Gleichung (I) ein, dann erhalten wir folgenden Wert von /: 


2 2 o R PR 
(15) A= — 


Aus Gleichung (I) folgt, daß w® entweder größer oder 
kleiner ist als @,? und w,?; und @,? — haben 
also immer übereinstimmendes Vorzeichen; schreiben wir dem- 
nach 
1) = 


2 2 | 


+ 
+ 2 
oa, 


so ist das erste Glied in der Klammer stets positiv. Damit 
nun A selbst positiv sein kann, wie es nötig ist, damit sich die 
entsprechende Schwingung aufschaukeln kann, muß das zweite 
Klammerglied negativ und dem absoluten Betrage nach größer 
als das erste sein. Zur Erfüllung dieser Bedingungen muß 
daher Z,, das Vorzeichen wechseln, wenn w,*—? und @,?—«’ 
das Vorzeichen wechselt, und zwar muß sein: 


1. Ly, <0, wenn w,?—@?>0 und w,?—w?>0 ist, 
2. >0, wenn w,?—w?<0 und w,?—w* <0 ist. 


(17) 


D. h. bei einem bestimmten Schaltungssinn der Gitter- 
koppelungsspule kann jeweils nur eine der beiden nach Glei- 
chung (I) möglichen Schwingungen entstehen, und zwar gibt 
es fiir 


Jy,< 9 nur die längere der beiden Koppelungswellen, 
< w,? und «,?) 

Lg, >0 nur die kürzere der beiden Koppelungswellen 
(02 > und w,?). 


2 
Zu 
2 
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Die Beziehung zwischen Röhren- und Kreiskonstanten, die 
erfüllt sein muß, damit die Schwingungen „anschwingen“, 
lautet in beiden Fällen, wie aus (16) folgt: 


Da in dieser Gleichung aber natürlich »? für die lang- 
wellige und die kurzwellige Schwingung verschiedene Werte 
hat, so brauchen nicht notwendig bei derselben Abstimmung 
beide Wellen durch einfaches Umschalten der Koppelungs- 
spule herstellbar zu sein; im allgemeinen ist das auch nicht 
der Fall. Wichtig ist, daß die Bedingungen des Anschwingens 
nicht für beide Wellen gleichzeitig erfüllt sein können, es gibt 
also bei dieser Schaltung stets nur eine einzige Welle, ein „Ziehen“ 
oder „Springen“ ist demnach hier ausgeschlossen. Die Steilheit 8 
und der innere Widerstand A,'), wie sie in unseren Gleichungen 
auftreten, sind konstante Größen?) und zwar diejenigen, die 
durch die bekannten Gleichstrommessungen bestimmt werden 
können. 


Ein Beispiel. Wir legen folgende Zahlenwerte zugrunde. 
L,=4x 10% cm, C, =1360cm. ZL, = 3,5 x 10°cm, C, variabel 
von 500—3000 cm; S = 10-*Ohm; R, = 105 1/Ohm; x? = 0,02. 

In den Figg. 2a und 2b sind als Ordinaten die Werte von 


2 — 

CR, + (2,2, +) =. 

aufgetragen, als Abszissen C,. Als Parameter sind in 2a bei 
konstantem R, = 10 Ohm 4 Werte von AR, = 0, 1, 10, 30 Ohm 
genommen, in 2b bei konstantem AR, = 1 Ohm 6 Werte von 
R,=0, 1, 10, 30, 60, 100 Ohm. Die horizontale Gerade be- 
deutet die Größe $Z,,, die sich aus den angeführten Zahlen- 
werten zu 5,3 x 10° berechnet. Solange die &-Kurven unter- 
halb der Geraden $ L,, liegen, sind die zugehörigen Schwingungen 
méglich.®) In den Figuren sind die beiden dem verschiedenen 
Koppelungssinn der Gitterspule entsprechenden A-Kurven 
gleichzeitig eingezeichnet; man hat aber daran zu denken, daß 


1) H. Barkhausen, Jahrb. d. drahtl. Tel. 14. S. 2—4. 1919. 
2) Vgl. dagegen F. Harms, Ann. d. Phys. 66. S.41. 1921. 
3) Vgl. F. Harms, Jahrb. d. drahtl. Tel. 15. S. 442—457. 1919. 
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bei einem Koppelungssinn immer nur eine dieser Schwingungen 
möglich ist. Wir entnehmen der Fig. 2a folgende Resultate: 

1. Bei geringer Dämpfung sind die in der Figur mit I be- 
zeichneten längeren Koppelungsweilen in einem großen Bereich 


— 3, 100hm, 
RM ------9, ——, --—--300hm, 


von Kapazitäten möglich und zwar von großen Kapazitäten 
her bis zu einem Mindestwert der Kapazität (für 2, = 1 Ohm 
bis zu etwa C, = 1350 cm). Die mit II bezeichneten kürzeren 
Koppelungswellen treten von kleinen Kapazitätswerten her bis 


| 
Zr 
‘ff 
9 \ sh Fig. 2a. 
d x? = 0,02 
6 
5 
ı u 
ae 
- 
b, R,- 10hm, 
‘ 
iy 
8 ix Fig. 2b. 
/ u x? = 0,02 
=== 
£ 
= 
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zu einer Höchstkapazität (für R, = 1 Ohm bis zu etwa 
1830 cm) auf. 

2. Der Bereich, in welchem die Wellen möglich sind, wird 
mit zunehmender Dämpfung von beiden Seiten her verengt, 
so daß z. B. bei dem in der Figur gewählten Werte von SL,, 
für R, = 10 Ohm die längeren Wellen überhaupt nicht mehr, 
die kürzeren nur in dem Kapazitätsbereich von etwa 1120 bis 
1720 cm noch möglich sind; für größere Dämpfungen ver- 
schwinden die Wellen, und würden bei Vergrößerung von SL,, 
auf etwa 11 x 10° nur in den engbegrenzten Bereichen von 
C, = etwa 1100—1600 cm für die kürzere, von C, = etwa 
1300—2200 cm für die längere Welle wieder erscheinen. 

3. Durch Vergrößerung der Koppelung ändert sich nichts 
Wesentliches, nur werden dadurch die Bereiche, in welchen 
Wellen möglich sind, cet. par. erweitert.!) 


Il. Ein gekoppeltes Röhrensendersystem, mit Gitterkoppelung 
vom Sekundärkreise aus. 

Ein Schwingungssystem (C, Z, R), damit gekoppelt ein 
Sekundärkreis (C, J, R,), mit welchem die Gitterkoppelungs- 
spule Z, gekoppelt ist. ; 

Die Ausgangsgleichungen sind 
nach Fig. 3, wobei der Gitter- 
strom i, vernachlässigt wird: 


(1) „=i+iü, 
(2) + + =e, 
(3) =e, 
1 

(4) + + Lyi +7 füadt=0, 
(5) eo) =— Los 
(6) 

1 
(7) i, = — 


1) Vgl. dazu H. Niebauer, Diss. Würzburg 1921. Figg. 1a bis 7a 
und 1b bis Tb. 
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Diese 7 Gleichungen führen ähnlich wie im Abschnitt I?) 
zu 2 Differentialgleichungen für i, und ;,: 


| C, + — CL, 


(9) L, i,” ® R, i,’ + = i, =— Ly iz”. 


(8) 


Setzt man in diesen i, = Me@tio)! und i, = Neltio)t, so 
erhält man ganz analog den Rechnungen des Abschnitts I 
durch Trennung von Reell und Imaginär 2 Gleichungen für 
@ und A. Diese lassen sich wieder vereinfachen, wenn man 
neben w? bezw. w,? und ,* die quadratischen Glieder 
Rı R, R, 

L,’ L’ Ll, 
und höhere Glieder vernachlässigt. Es bleiben dann allein 
folgende Gleichungen übrig: 


(10) D (1 — x*)@* — w*(w,? + w,”) + w,?@,” = 0 
s Lg Li 
L 
(U) i= 2 | o,?—@ ‘a? 
(11) | o,* + | 
2 | @,? — — 


Für jeden der beiden aus (I) folgenden Werte von w? hat 
die Differenz (w,? — w*) dasselbe Vorzeichen wie die Differenz 
(w,? — w*); das zweite Glied der rechten Seite von (11) ist also 
immer positiv. Damit A positiv werden kann, wie es sein 
muß, wenn die zugehörige Schwingung sich aufschaukeln soll, 
muß also das erste Glied negativ sein und zwar: 


12) Le 2,0, wenn und ist. 


1) H. Niebauer, Diss. Würzburg 1921. 8. 10—12. 
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Ist also einmal ein bestimmter Sinn der Koppelungs- 
spulen’}, und zwar sowohl für die Koppelung Z,, wie für Z,, 
gewählt, also das Vorzeichen von Z,, Z,, bestimmt, so ist nach 
(12) nur eine einzige Welle, entweder die längere oder die 
kürzere der beiden Koppelungswellen, möglich. Die andere 
Welle kann dann, falls sie überhaupt möglich ist, „erhalten 
werden, wenn man die Koppelung Z,, oder Z,, umschaltet. 
Es gibt also auch hier kein „Ziehen“, was mit den experimen- 
tellen Befunden von M. Wien und H. Vogel?) übereinstimmt. 
Insbesondere zeigt die vorliegende Untersuchung, daß auch 
während des Anschwingens nicht zwei Schwingungen auftreten 
können. 

Die Beziehung zwischen Röhren- und Kreiskonstanten, die 
erfüllt sein muß, damit Schwingungen einsetzen, lautet für 
unseren Fall, wie aus (11) und (12) folgt: 


@ L,\ ©? — o? 
Die rechte Seite ist, von der Vertauschung der Indizes 0 
mit 2 abgesehen, die Größe, welche in Abschnitt I Glei- 
chungen (16) und (15) mit 4 bezeichnet wurde. Die linke 
Seite können wir auch in leicht verständlicher Weise schreiben 


Da mit x,, auch die Differenzen ,?—* und w,’— w? 
wachsen, so wird eine wesentliche Vergrößerung der linken 
Seite, und damit ein Einsetzen der Schwingungen, am leich- 
testen durch Vergrößerung der Koppelung zwischen Gitter- 
spule und Sekundärkreis zu erzielen sein. Damit stimmt überein, 
daß H. Vogel und M. Wien (a. a. O.) auch besonders starke 


1) Wie man sieht, kommt es nur auf das Produkt L,, » L,, an; 
ob man also die eine oder die andere Koppelungsspule umschaltet, ist 
gleichgültig. 

2)M. Wien u. H. Vogel, Ann. d. Phys. 62. S. 663. 1920; vgl. 
auch die dasselbe Problem behandelnden Abhandlungen von W. Ro- 
gowski, Arch. f. Elektrotechnik 10. S. 1—80. 1921; F. Harms, Ann. 
d. Phys. 66. 25—49. 1921. 


q 
3 
=v SVL, 1, 
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Gitterkoppelungen verwenden mußten, um über ein großes Ge- 
biet von Wellenlängen Schwingungen zu erhalten. 

Ein Zahlenbeispiel.‘) Wir setzen wieder § = 10~* 1/Ohm; 
R,=10°Ohm; Z,=3,5x 10°cm; =1360 cm; Z,=4x10°cm; 


Wr 
gr \ ' 
6 ! 
! 
4 
i 
3 
2r 


C, variabel; 1,=4,5 x 10° cm; x,,?=0,08 und 0,02; x,,?=0,08 
und 0,02 für den ersten Fall; x,,? = 0,02 und 0,32 für den 


zweiten Fall. 


1) Weitere Beispiele bei H. Niebauer, Diss. Würzburg 1921. 
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In Figg. 12a und 13a sind als Abszissen die variabeln 
Werte von C, aufgetragen, als Ordinaten die rechte Seite von 
(13) also die Werte von %. Im Abschnitt I, Fig. 2, waren 
Schwingungen dann möglich, wenn die X-Kurve unterhalb der 
Geraden 8Z,, verlief; hier sind Schwingungen möglich, wenn 
die &-Kurve unterhalb der Kurve 

g 

L, 
verläuft (6-Kurve). Die 8-Kurven sind in den Figg. 12a u. 13a 
durch ** an den Enden der Kurve ausgezeichnet. Und zwar 
sind in jeder Figur 2 Paare von B-Kurven gezeichnet; das 
stark ausgezeichnete Paar entspricht den kürzeren, das strich- 
punktierte den längeren Koppelungswellen. Die beiden Kurven 
eines jeden Paares unterscheiden sich nur durch den Maßstab, 
d. h. sie entsprechen verschiedenen Werten von SL,,. Wir 
sehen aus der Figur: 

1. Die längeren Koppelungswellen (II) sind möglich von 
großen C,-Werten her bis zu einem Mindestwert von C,, die 
kürzeren (I) von kleinen C, her bis zu einem Höchstwert von C,. 
Die Bereiche, in denen Schwingungen möglich sind, erweitern 
sich natürlich, wenn $_Z,, wächst (Fig. 13a). 

2. Mit zunehmender Dämpfung wird der Bereich, in welchem 
die Wellen möglich sind, von beiden Seiten her verengt. 

3. Stärkere Koppelung zwischen Primär- und Sekundär- 
kreis kann die längeren Wellen zum Erlöschen bringen, wenn 
nicht gleichzeitig für Vergrößerung der Gitterkoppelung gesorgt 
wird (Fig. 12a). 


Würzburg und München, im März 1922. 
(Eingegangen 1. April 1922.) 
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4. Einfluß kleiner Mengen von Eisen 
auf die Suszeptibilität diamagnetischer Elemente; 
von O. E. Frivold, 
(Zweite Mitteilung.) 


Einleitung. Diskussion früher mitgeteilter Meßresultate. 


1. In einer früheren Arbeit!) wurde die Suszeptibilität 
einiger diamagnetischer Elemente in einem Feldbereich zwischen 
etwa 50 und 900 Gauss untersucht, mit besonderem Hinblick 
auf die Möglichkeit einer Theorie von Hrn. Gans?) zu prüfen, 
die eine Feldabhängigkeit voraussagt, wenn die drei Haupt- 
trägheitsmomente des Magnetons nicht gleich groß sind. Auf 
Grund dieser Theorie berechnet sich dann eine Feldabhängigkeit 
der Suszeptibilität, die durch einen bestimmten Wert bei 
schwachen Feldstärken und einen numerisch größeren Wert 
für starke Felder gekennzeichnet ist. 

Sind die Hauptträgheitsmomente gleich groß, wird die 
Suszeptibilität konstant und vom Felde unabhängig. 

2. Von den untersuchten Elementen wurde nur für Gold 
eine Feldabhängigkeit der Suszeptibilität gefunden, die jeden- 
falls qualitativ mit derjenigen übereinstimmt, welche sich nach 
der Theorie von Gans ableiten läßt. 

Die der Theorie nach auf Grund der Meßresultate be- 
rechneten Hauptträgheitsmomente des Magnetons bei Gold 
geben aber viel größere Werte als man nach verschiedenen 
Methoden (z. B. aus dem Wellenlängen ultraroter Absorptions- 
banden) für Moleküle anderer Substanzen (CO,, CO) her- 
geleitet hat.?) 

Nach der Theorie folgt daraus, daß die Anzahl von 


1) O. E. Frivold, Ann. d. Phys. 57. 8. 471. 1918. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. 49. S. 149. 1916. 

3) Zusammenfassende Darstellung von A. Eucken, Jahrbuch der 
Radioaktivität und Elektronik 16. S. 361. 1920. Die für CO,, CO, HCI, 
HBr berechneten Trägheitsmomente sind der Größenordnung 10% C.G.S. 
Für Gold wurden folgende Werte der zwei Hauptträgheitsmomente be- 
rechnet: A = 3,1 - 1073? C.G.S.; C = 1,7 - 1073? C.G.S. 
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Magnetonen im Grammatom kleiner wird als die Anzahl der 
Atome im Grammatom. Dieses Resultat ist aber nicht be- 
friedigend, da man jedenfalls voraussetzen muß, daß ein Atom 
wenigstens aus einem Magneton besteht, und daß das Träg- 
heitsmoment eines Magnetons nicht größer als dasjenige eines 
Atomes oder Molekiils ist.!) 

Wegen dieser Diskrepanz wurden im Anschluß an die Unter- 
suchungen, über welche hier im folgenden berichtet werden 
soll, auch einige Kontrollmessungen mit derselben Goldprobe, 
die früher verwendet wurde, vorgenommen. Diese Messungen 
bestätigen die früher (a. a. 0.) mitgeteilten MeBresultate. 

Da es aber notwendig ist, um diese Feldabhängigkeit 
einwandfrei festzustellen, auch andere elektrolysierte Proben 
zu untersuchen, besteht die Absicht, diese Frage in Verbindung 
mit erweiterten Messungen später näher zu erörtern. Solche 
Kontrollmessungen sind um so mehr wünschenswerter, als 
die Meßresultate für Gold eine Sonderstellung einnehmen. 

3. Die übrigen Elemente, Zink ausgenommen (die Sus- 
zeptibilität von Zink ist merklich konstant zwischen H = 100 
bis 800 C.G.$8.) zeigen auch eine Feldabhängigkeit der Sus- 
zeptibilität, diese läßt sich aber nicht mit der theoretisch 
begründeten in Übereinstimmung bringen. Der Verlauf der 
4, H-Kurven (x bedeutet die spezifische Suszeptibilität, H die 
Feldstärke) von Ag, Te, S und Sb bei schwachen Feldstärken 
deuten vielmehr darauf hin, daß die beobachtete Feldabhängig- 
keit von ferromagnetischen Substanzen wahrscheinlich vom 
Eisen verursacht wird. 

Da die spezifische Suszeptibilität des Eisens maximal 
etwa 20 0.G.S. und diejenige der diamagnetischen Elemente 
zwischen — 0,1 - 10% und — 10 schwankt, so wird es ein- 
leuchtend, daß auch minimale Mengen von Eisen einen großen 
Einfluß auf die Suszeptibilität diamagnetischer Elemente aus- 
üben können, wenn das Eisen in freiem Zustande auftritt. 

Es ist zu erwarten, daß dieser Einfluß sich besonders bei 
schwachen Feldern merkbar macht, weil die Suszeptibilität des 


1) Bei der Berechnung der Anzahl von Magnetonen im Gramm- 
atom ist in der angegebenen Arbeit ein Fehler begangen, indem voraus- 
gesetzt wurde, daß N in der Arbeit von Gans die Anzahl der Magnetonen 
pro cm® bezeichnet. Da aber N sich in der Tat auf die Masseneinheit 
bezieht, wird die berechnete Anzahl von Magnetonen im Grammatom 
0,89 - 1013 statt 1,7 - 10%. 


= 

= 
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Eisens ihr Maximum bei schwachen Feldstärken hat. Bildet 
jedoch das Eisen mit dem Hauptmetall Mischkristalle oder 
eine Verbindung, so scheint es mit paramagnetischen Eigen- 
schaften aufzutreten. Es zeigt sich nämlich, daß der Eimflu8 
des Eisens in diesen Fällen wesentlich kleiner wird, als wenn 
keine Vermischung besteht.*) 

Da keine Vermischung von Eisen und Silber vorhanden 
ist, muß man in diesem Falle erwarten, daß kleine Verun- 
reinigungen von Eisen einen großen Einfluß auf die Suszep- 
tibilität des Silbers ausüben. Es ist deshalb wahrscheinlich, 
daß der früher (a.a. O0.) beobachtete Paramagnetismus des 
Silbers bei schwachen Feldstärken von Verunreinigungen von 
Eisen herrührt, obgleich die chemische Analyse der benutzten 
Probe den minimalen Eisengehalt von 0,008 Promille angab. 

Von den übrigen untersuchten Elementen bilden S, Sb 
und Zn entweder mit Eisen Mischkristalle oder chemische 
Verbindungen. Bei diesen Substanzen war auch kein Para- 
magnetismus bei schwachen Feldstärken bemerkbar.?) 

4. Wie aus dem Gesagten hervorgeht, wird eine mögliche 
„wahre“ Feldabhängigkeit der Suszeptibilität nicht hervor- 
treten, wenn sich die Wirkung kleiner Mengen von Eisen oder von 
anderen ferromagnetischen Substanzen stark bemerkbar macht. 

Bei derartigen Untersuchungen ist man gewöhnlich so 
verfahren, daß man möglichst reine Substanzen bezogen hat, 
diese magnetisch untersucht, und auch auf Eisengehalt chemisch 
geprüft. Ein anderer Weg, der gewiß rationeller ist, und der 
diese Fragen leichter aufklären kann, ist der folgende. 

Einerseits untersucht man möglichst reines Versuchs- 
material verschiedener Herkunft sowohl magnetisch als chemisch, 
dann reinigt man das Material wenn möglich auf verschiedene 
Weisen, besonders um die Substanz von Eisen zu befreien, 
und schließlich wird die gereinigte Substanz aufs neue magnetisch 
und chemisch geprüft. 

Geht man andererseits von möglichst gereinigtem Material 
aus, wird man beim Zusetzen bekannter Mengen von Eisen 


1) Honda, Ann. d. Phys. 32. 1027. 1910. Weitere Literaturangaben 
finden sich in dieser Arbeit. 

2) Im Zusammenhang mit diesen Erörterungen sei noch erwähnt, 
daß die früher mitgeteilten Suszeptibilitätsmessungen für Te, S, Sb, Zn, 
Au und Ag bei Zimmertemperatur ausgeführt wurden, oder genauer an- 
gegeben: &7, = 18°, t,= 15°, ty, = 15°, t,, = 13°, t,, = 18%, tag = 18°. 
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an einer Schmelze der betreffenden Substanz untersuchen 
können, wie steigende Eisenmengen die x, H-Kurve beein- 
flussen. Durch derartige Versuche wird man möglicherweise 
entscheiden können, inwieweit eine Feldabhängigkeit der Sus- 
zeptibilität bei möglichst reinen Proben von Verunreinigungen 
von Eisen herrührt oder nicht. 

Im Anschluß an meine oben zitierte Arbeit (a. a. O.) habe 
ich vor etwa drei Jahren derartige Versuche mit Silber und 
Zink ausgeführt. Aus verschiedenen äußeren Gründen ist aber 
die Veröffentlichung dieser Meßresultate bis jetzt hinaus- 
geschoben worden. 

Die Versuchsanordnung, welche bei diesen Versuchen ver- 
wendet wurde, war dieselbe wie in der oben angegebenen Arbeit. 
Die zu untersuchende Substanz befindet sich in einem inhomo- 
genen magnetischen Felde. Die Kraftwirkung wird mittels 
einer kompensierten Torsionswage gemessen. Die Versuchs- 
anordnung ist so empfindlich, daß man Kräfte der Größen- 
ordnung 10-? Dyn quantitativ messen kann. Weitere Angaben 
über Versuchsanordnung u. a. m. finden sich in der früheren 
Veröffentlichung. Auch würde dasselbe Analysenverfahren ver- 
wendet wie früher. 

Silber. 

5. Als Ausgangsmaterial wurde das reinste Silber, welches 
in einer hiesigen Juwelierfirma Verwendung findet, benutzt. 

Die magnetische und chemische Analyse gab folgendes 


PETER: Tabelle I. 
M = 1,833 g. 
t = 20,2°. 
Eisengehalt: (0,12 Prom.)!). Physikalischer Zustand: Platte. 
H | y+ 108 
83 | + 0,433 
365 | + 0,305 
7595 | + 0,206 
3077 | — 0,043 
4202 — 0,080 


Hier und im folgenden gibt M das Gewicht der unter- 
suchten Probe, t die mittlere Temperatur während der MeB- 
1) Wegen einer Trübung, die aus unbekannten Gründen in der 
Lösung (Zylinder 1, a.a. O.) bei der chemischen Analyse auftrat, war 
die Bestimmung des Eisengehalts in diesem Falle erschwert. Der be- 
stimmte Eisengehalt ist desbalb mit Vorbehalt hier angegeben. 
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serie), H die Feldstärke, 7 die spezifische Suszeptibilität auf 
Vakuum bezogen.?) 

Die untersuchte Probe ist also paramagnetisch bei schwachen 
Feldern wie die in der früheren Arbeit untersuchte Probe, nur 
daß die paramagnetische Wirkung sich in diesem Falle in noch 
höherem Maße wie früher bemerkbar macht. 

6. Das oben untersuchte Versuchsmaterial wurde sodann 
in einer großen Platinschale elektrolysiert unter Anwendung 
der gewöhnlichen VorsichtsmaBregeln. Ein Stück des ver- 
wendeten Silbers bildet die Anode, die Platinschale die Kathode. 
Der verwendete Elektrolyt besteht aus einer Lösung von 
AgNO, (p. a.) 10 Proz. und einige Tropfen HNO, 10 Proz. 

Die Anode wurde mit Pergamentpapier umgeben, um das 
Herabfallen von Teilen der Anode zu verhindern. Die vor- 
geschriebene Stromstärke wurde verwendet. Der gebildete 
Niederschlag von Silber wurde mit heißem, destilliertem Wasser 
(bei etwa 80°) gut ausgelaugt, sodann wurde das Silber mit einem 
Quarzstäbehen von der Platinschale entfernt, und in einem 
Exsikkator getrocknet. 

Die Messungen gaben folgendes Resultat: 


Tabelle II. 
M = 2,0002 2. 
t = 21,29, 


Nicht möglich Eisen nachzuweisen. 
Zustand: Pulver. 


H | -z 10° | h 
172 0,1776 | 1 
367 0,1700 6 
761 0.1645 20 
1630 0,1664 | 100 
3090 0,1676 | 300 
4180 | 01711 | 400 


Mittelwert: 0,169, 


1) Da die Suszeptibilität der in dieser Arbeit untersuchten diama- 
gnetischen Elemente bei gewöhnlicher Temperatur temperaturunabhängig 
ist, wurde kein Gewicht darauf gelegt die Messungen bei genau derselben 
Temperatur auszuführen. ? gibt die Zimmertemperatur an. 

2) Die Korrektion, welche dem nicht korrigierten Wert von y 
algebraisch zu addieren ist, um den Wert im Vakuum zu bekommen, 
berechnet man folgendermaßen: 

Wenn man die Suszeptibilität von Luft (auf 1 cm? bezogen) gleich 
+ 0,027 + 10% setzt, und gibt man das spezifische Volumen der be- 
treffenden Probe mit v an, so wird die Korrektion = + 0,027 - 10% v. 


ste 
na 
Wi 
in 
de 
ak 
K 
in 
Ww 
ke 
al 
W 
ge 
fl 

| 


Einfluß kleiner Mengen von Eisen usw. 361 


Da die Genauigkeit der verschiedenen x sich stark mit 
steigernden Feldstärken ändert, ist ein Mittelwert unter Bezug- 
nahme der angegebenen ‚Gewichte‘ h berechnet. Die ,,Ge- 
wiehte‘“ sind auf Grund der relativen Fehler der x berechnet, 
indem die „Gewichte‘‘ umgekehrt proportional den Quadraten 
der relativen Fehler gesetzt wurden. 

Die Suszeptibilität zeigt eine merkliche vom Felde un- 
abhängige Konstanz. Dies geht auch deutlich aus Fig. 1, 
Kurve 1 hervor, wo die Resultate graphisch dargestellt sind. 

Das oben untersuchte Pulver wurde dann im Quarzrohr 
in einem elektrischen Ofen in Stickstoffatmosphäre geschmolzen, 
und dann während etwa 3 Stunden langsam abgekühlt. Be- 
kanntlich nimmt das Silber in flüssigem Zustande Sauerstoff 
auf, welcher allerdings größtenteils beim Gerinnen abgegeben 
wird. Da man aber damit rechnen muß, daß kleine, nicht ab- 
gegebene Mengen von Sauerstoff die Suszeptibilität beein- 
flussen könnten, wurde eine Stickstoffatmosphäre verwendet. 

Die MeBresultate finden sich in der Tabelle III und Fig. 1, 


Kurve 2. Tabelle II. 
M = 1,8593 g. 
i= 19,6°, 


Eisengehalt: Nicht meßbar. 
Zustand: Regulus. 


H | 10 | h 
| 

172 02017 ] 

365 | 01835 | 6 

155 | 01852 | 20 
1625 | 01744 | 100 
3075 |! 01808 | 300 
4180 | 01784 | 400 


Mittelwert: 0,178, 


Nach Tab. II und III geht hervor, daß die Suszeptibilität 
beim Schmelzen numerisch größer wird, aber die Suszep- 
tibilität ist auch in letztem Falle vom Felde unabhängig. 

Um zu prüfen, ob der Sauerstoff der Atmosphäre die 
Suszeptibilität merkbar beeinflußt, wurde die früher ver- 
wendete Probe aufs neue im elektrischen Ofen geschmolzen 
und dann langsam unter Luftzutritt abgekühlt. In der Tab. IV, 
Fig. 1, Kurve 8 sind die Meßresultate wiedergegeben. 

Aus den Tabellen III und IV geht es hervor, daß der 
Unterschied zwischen den zwei Mittelwerten etwa 2 Proz. ist. 

Annalen der Physik, IV. Folge. 68. 25 
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Tabelle IV. 
M = 1,6666 g. 
t = 18,0°. 


Eisengebalt: Nicht meBbar. 
Zustand: Regulus. 


H y:10 
367 | 0,1907 
782 0,1810 
1625 0,1812 
3070 0,1755 
4170 | 0,1608 
Mittelwert: 0,175!) 
500 2m” 2500 32000 35004000 
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Kurve 1: Pulver 
Ag | » 8: Regulus. Unter Luftzutritt geschmolzen 
» 2: Regulus. In N, Atm. geschmolzen 


Fig. 1. 


Da man bei diesen Messungen mit einem mittleren Fehler 
von etwa 1—2 Proz. in den Mittelwerten rechnen muß, läßt 
sich aus den zwei letzten Meßserien nicht entscheiden, ob die 


Suszeptibilität in den zwei Fällen verschieden ist. 


1) Wegen dem ziemlich großen Unterschied zwischen dem letzten 
in der Tabelle angegebenen x und den drei vorhergehenden, muß man mit 
einem systematischen Fehler für x = — 0,1604 : 10* rechnen. Deshalb ist 
ist es in diesem Falle bei der Mittelwertsbildung nicht erlaubt, für 
x = — 0,1604 - 10% mit dem theoretisch berechneten „Gewichte“ zu 
rechnen. Der Mittelwert, welcher oben angegeben ist, wurde deshalb 
aus der graphischen Darstellung (Fig. 1, Kurve 3) entnommen. 
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Die erhaltenen Resultate können wir kurz wie folgt zu- 
sammenfassen: 

Es geht erstens hervor, daß der früher beobachtete Para- 
magnetismus des Silbers bei schwachen Feldern von Verun- 
reinigungen herrührt. Überdies zeigen die zwei letzten Meßserien, 
daß das durch die Elektrolyse gereinigte Silber eine konstante 
(allerdings im Feldbereiche H ~ 200 bis = 4000 0.6.8.) Sus- 
zeptibilität besitzt. 

Silber-Eisenlegierungen. 


7. Geht man vom elektrolysierten Silber als Ausgangs- 
mateiral aus, und gibt man bekannte und analysierbare Mengen 
von fein verteiltem Eisen einer Schmelze von Silber zu, so 
wird eine magnetische und chemische Analyse der Legierung 
entscheiden können, ob der früher beobachtete Paramagne- 
tismus des Silbers bei schwachen Feldstärken von Eisen her- 
rührt oder nicht. 

Zu dem Zwecke wurde erst eine Schmelze hergestellt, 
indem dem geschmolzenem Silber Eisenpulver zugegeben und 
gut mittels eines Quarzstabes dem Silber vermischt wurde. 
Um eine eisenarme Legierung zu bekommen, wurde ein Stückchen 
der oben hergestellten Legierung mit einer größeren Menge 
elektrolysierten Silbers zusammengeschmolzen. Zuerst wurden 
für diese Schmelzen Eisenfeilspäne (mit einer Feile von einem 
Eisenstab abgefeilt) verwendet. Es zeigte sich aber, daß das 
Eisen in der hergestellten Schmelze nicht gleichförmig verteilt 
wurde, denn die chemischen Analysen ergaben verschiedene 
Werte von Eisengehalt, wenn verschiedene Stücke derselben 
Probe chemisch analysiert wurden. Nachdem aber Eisen 
Reductum bei Herstellung der Legierungen verwendet wurde, 
zeigte sich die Legierung homogen. 

Wir geben unten die Resultate von zwei Meßserien wieder. 
Die Proben, welche für diese zwei Meßserien verwendet wurden, 
sind bzw. nach dem ersten und zweiten Verfahren hergestellt. 

Die Resultate der zwei letzten Meßserien sind in Fig. 2, 
Kurve 1 und 2 graphisch dargestellt. 

Aus diesen Messungen geht hervor, daß minimale Mengen 
von Eisen die magnetischen Eigenschaften des Silbers stark 
beeinflussen. In den beiden Fällen variiert die Suszeptibilität 
stark in dem betreffenden Feldbereich, was auch zu erwarten 
ist, wenn das Eisen in ferromagnetischem Zustande in einer 
Legierung auftritt. 

25* 
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Tabelle V. 
M = 1,6712 g, t = 22,1°. 
Eisengehalt: Mittelwert aus zwei Analysen 0,048 Prom. (Die Einzel- 
bestimmungen bzw. 0,039 und 0,057 Prom.)') 
Zustand: Regulus. 


H +y: 10% 
171 1,425 
364 1,645 
758 1,471 

1550 0,889 

3085 | 0,420 

Tabelle VI. 


M = 1,924 g, t = 16,75°. . 
Eisengehalt: Mittelwert aus zwei Analysen 0,028 Prom. (Einzelbe- 
stimmungen bzw. 0,032 und 0,025 Prom.) 
Zustand: Regulus. 


H | y+ 108 
172 | + 0,1604 
368 + 0,1836 
767 + 0,1675 
1626 | + 0,0803 
3120 — 0,0146 


Ein Uberschlag zeigt jedoch, daß man in den zwei Fällen 
nicht von einer direkten Überlagerung der konstanten negativen 
Suszeptibilität des Silbers und der variablen Suszeptibilität 
des Eisens (bezogen auf das Gewicht des in einem Gramm 
der Probe vorhandenen Eisens) reden kann. Der Einfluß 
des Eisens wird mit einem gewissen Betrage in der Legierung 
verkleinert. 

Früher?) wurde eine Silberprobe untersucht mit einem 
Eisengehalt von etwa 0,008 Promille. Die Meßresultate, welche 
sich auf diese Probe beziehen, sind in Kurve 3, Fig. 2 wieder- 
gegeben. Daß die in diesem Falle gemessene Feldabhängigkeit 
der Suszeptibilität wesentlich von Verunreinigungen vom 
Eisen herrührt, wird durch die Resultate, welche in der Tab. V 
und VI niedergelegt sind, unzweifelhaft. 


1) Die zwei Hälften der bei den magnetischen Messungen ver- 
wendeten Probe wurden chemisch analysiert. 
2) Ann. d. Phys. 57. 8. 471. 1918, 
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j Kurve 1: .0,048°/,, Fe 
Ag-Fe! „ 2: 0,028°/,, 
Fig. 2. 8: 00080. „ 


Zink-Eisenlegierungen. 


8. Außer der Kombination Silber-Eisen, wo keine Misch- 
barkeit zwischen den zwei Komponenten besteht, wurde auch 
die Kombination Zink-Eisen untersucht, wo die zwei Kom- 
ponenten Mischkristalle bilden.') Wie wir sehen werden, ist 
im letzten Falle der Einfluß des Eisens auf die Suszeptibilität 
wesentlich kleiner als bei den Silber-Eisenlegierungen. 


In der folgenden Tabelle sind die Resultate einiger Messungen 
zusammengestellt, welche mit einigen Zn-Fe-Legierungen nied- 
rigen Eisengehalts angestellt wurden.*) 


Diese Legierungen wurden in derselben Weise hergestellt 
wie früher die Ag-Fe-Legierungen (a. a. O.). 

Die Resultate sind graphisch in Fig. 3 dargestellt, in der 
auch zum Vergleich die früher erhaltenen Resultate für Zink 
eingezeichnet sind. 


Aus diesen Messungen geht hervor, daß das Eisen die 
Suszeptibilität wenig beeinflußt und keine Feldabhängigkeit 
derselben vorhanden ist. 


1) Es wurden Legierungen mit Eisenmengen bis auf etwa 1 Proz. 
untersucht. Nach Angaben von v. Vegesack bestehen Zn-Fe-Legierungen 
im Bereiche 0,7—7,3 Proz. Fe aus einem Gemenge zweier gesättigter 
Mischkristalle. v. Vegesack, Zeitschr. f. anorg. Chemie 52. 8. 30. 1907. 

2) Zum Vergleich sind auch die Meßresultate für „reines“ Zink 
aus der vorher angegebenen Arbeit wiedergegeben. 


Einfluß kleiner Mengen von Eisen usw. 865 a 

+20 

S 
| 

| 


366 O. E. Frivold. 


Diese Resultate stimmen gut überein mit denjenigen, 
welche Hr. E. Lehmann!) vor kurzem über Zn-Fe-Legierungen 


Tabelle VII. 


Fe in Promille 
Zu- H 


Einzel- Mittel- stand 


werte 
0,02 Stangen- 113,5 
form 234,0 
364,2 
565 
761 


368 
166 
1625 
3100 


175 
371 
160 
1630 
3075 
4190 


369 
770 
| 1626 
3080 


Kurve 1: Zn, 0,02°/,, Fe Kurve 3: Zn-Fe, 0,78°/,, Fe 
» 2: Zn-Fe, 0,26°/,, Fe » 4: Zn-Fe, 1,23°/,, Fe 


Fig. 8. 


veröffentlicht hat. Lehmann hat Legierungen in einem 
größeren Konzentrationsbereich untersucht (Legierungen bis 


1) E. Lehmann, Physik. Zeitschr. 22, 8. 601. 1921. 


etw 
geh 
(Ta 
Ge- Mittel- 10, 
wicht | h wert 
2,0005| 13 | 0126 | ıl var 
0,143 | 9 
| Kr 36 | 0,136, 
| 0,1362 | 70 Eis 
0,997 Fr 0,26 | 0,26 | Guß 0,1294 | Leg 
0,26 0,1254 | 20 ur 
: 0,1222 | 100 | 1223 
| | | 0,1222 | 300 | 
1,8336 | 22,4 | 0,16 | 0,78 | Guß | 91280 | 1 ¥ 
| 0,79 | 0,1090 | 6 ber 
| 0,1085 | 20 ; in 
| | 100 | 91126 
| 0,1116 | 300 
| | | | 0,1136 | 400 
1,196 | 182 1,04 | 123 | GuB 0,086 1, 
1,41 0,093 
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etwa 9 Proz. Fe) und u. a. gefunden, daß die Zn-Fe-Legie- 
rungen eine negative Suszeptibilität besitzen, wenn der Eisen- 
gehalt derselben nicht etwa 12 Promille übersteigt. 

9. Außer den drei Legierungen niedrigen Eisengehalts 
(Tab. VII) wurden auch zwei vom Eisengehalt 3,59 und 
10,07 Promille untersucht. Im Gegensatz zu den Resultaten 
Lehmanns wurde bei diesen Legierungen eine positive Sus- 
zeptibilität gefunden. Wie es aus der Tab. VIII hervorgeht, _ 
variiert die Suszeptibilität dieser Legierungen in dem ver- 
wendeten Feldbereich, welches darauf hindeutet, daß das 
Eisen im ferromagnetischen Zustand auftritt. Aus der Arbeit 
von Lehmann geht hervor, daß die Suszeptibilität einer 
Legierung, die 10 Promille Fe enthält, beinahe Null ist. 


Tabelle VIII. 


| Kiisen in Promille 
Gewicht | |_ | 
in Gramm Einzelbeob- | Mittel. | Zustand H +2. 108 
‘ | | achtungen | werte | 
172 | 3,619 
365 | 3,802 
1,8012 | 21,3 3,62 3,59 Guß 760 | 3,595 
3,55 
1280 | 3,447 
172 | 7,678 
0,3445 | 20,7 10,06 10,07 Guß 365 | 7,728 
10,07 
761 7,375 
1620 | 7, 


Nach der Tab. VIII wird die Suszeptibilität der von mir 
untersuchten Probe desselben Eisengehalts maximal etwa 
+ 7,7 + 10°. 

Der Unterschied der Suszeptibilität in den zwei Fällen 
ist also sehr groß. 

Diese Diskrepanz hat gewiß ihre Ursache in der Her- 
stellungsweise der Legierungen. Dies geht aus folgenden Be- 
obachtungen hervor. Die ersten Güsse der Legierungen mit 
0,26 und 1,23 Promille Eisen (vgl. Tab. VII) ergaben auch 
ursprünglich eine positive Suszeptibilität. Dies rührt offenbar 
davon her, daß die zwei Metalle (Zn und Fe) sich nicht mit- 
einander vollständig legiert haben. Nachdem die Legierungen 
wieder geschmolzen und die Schmelze eine Zeitlang oberhalb 
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des Schmelzpunktes gehalten wurde, ehe sie abgekühlt wurde, 
ergab die magnetische Untersuchung die in der Tab. VII an- 
gegebenen negativen Suszeptibilitäten. Hätte man dasselbe 
Verfahren bei den zwei eisenreicheren Legierungen (3,59 und 
10,07 Promille Fe) verwendet, würde man gewiß ein ent- 
sprechendes Resultat erhalten haben. 

Obgleich die Resultate, welche in der Tab. VIII nieder- 
gelegt sind, keine direkte Bedeutung haben, wenn es sich darum 
handelt, eine Beziehung zwischen Eisengehalt und Suszep- 
tibilität der Zn-Fe-Legierungen zu finden, zeigen sie jedoch, 
in Verbindung mit den Untersuchungen von Lehmann, 
welchen großen Einfluß das Eisen auf die Suszeptibilität aus- 
übt, wenn dieses Metall im ferromagnetischen Zustande in der 
Legierung auftritt. 

Zusammenfassung. 

1. Die Resultate einer früheren Arbeit!) werden näher 
diskutiert. 

2. Aus den erweiterten Messungen geht hervor, daß die 
früher gemessene Feldabhängigkeit der Suszeptibilität des 
Silbers von Verunreinigungen des Eisens herrührt. 

3. Sorgfältig elektrolysiertes Silber hat eine konstante 
Suszeptibilität, jedenfalls in dem benutzten Feldbereiche 
(zwischen H = 170 bis H ~ 4000 Gauss). Die Suszeptibilität 
des Silbers ist unabhängig davon, ob das Silber in Luft- oder 
Stickstoffatmosphäre geschmolzen ist. 

4. Untersuchungen von Zink-Eisen und Silber-Eisen- 
legierungen zeigen, daß das Eisen die Suszeptibilität der be- 
treffenden Legierungen wesentlich verschieden beeinflußt, je 
nachdem eine Mischbarkeit der Komponenten besteht (Zn-Fe) 
oder nicht (Ag-Fe). Im ersten Falle tritt das Eisen mit para- 
magnetischen, im letzten Falle mit ferromagnetischen Eigen- 
schaften in der Legierung auf. 


Hrn. Cand. real. J. Lindeman, welcher die ersten Ana- 
lysen ausgeführt hat und mich bei Ausführung der übrigen 
Analysen mit seinen Ratschlägen bereitwillig unterstützt hat, 
möchte ich gern an dieser Stelle herzlich danken. 


Christiania, Phys. Inst. d. Univ. Dezember 1921. 
1) A. a. 0. 


(Eingegangen 24, Miirz 1922.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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